Структурно-фазовые переходы в магматических расплавах и ядре Земли: нелинейная динамика тепломассопереноса при затвердевании и роль магнитогидродинамического динамо : этап 5 : Затвердевание ядра Земли: дестабилизирующие факторы, коллапс двухфазной зоны и междендритное расстояние by Александров, Д. В. et al.
Министерство образования и науки Российской Федерации 
Федеральное государственное автономное образовательное учреждение высшего 
профессионального образования  
«Уральский федеральный университет  
имени первого Президента России Б.Н. Ельцина» 
 
УДК 550.32, 550.36 
№ госрегистрации 01201065613 
Инв. № 14.740.11.0197/5 
УТВЕРЖДАЮ 
Проректор по науке УрФУ, 
к.физ.-мат.н., доцент 
________________ В.В. Кружаев 
«21» сентября 2012 г. 
 
ОТЧЕТ 
О НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ РАБОТЕ 
В рамках федеральной целевой программы «Научные и научно-педагогические кадры 
инновационной России» на 2009-2013 годы 
(Шифр заявки «2010-1.1-153-118-007» 
Государственный контракт № 14.740.11.0197 от «15» сентября 2010 г.) 
 
по теме:  
СТРУКТУРНО-ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ В МАГМАТИЧЕСКИХ РАСПЛАВАХ И ЯДРЕ 
ЗЕМЛИ: НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА ПРИ 
ЗАТВЕРДЕВАНИИ И РОЛЬ МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ДИНАМО 
(заключительный, этап № 5) 
 
Наименование этапа: «Затвердевание ядра Земли: дестабилизирующие факторы, коллапс 
двухфазной зоны и междендритное расстояние» 
 
Руководитель НИР, д-р физ.-мат. наук, проф. 
_________________ 
«21» сентября 2012 г. 
 
Д.В. Александров 
 
Екатеринбург 2012  
 2 
СПИСОК ИСПОЛНИТЕЛЕЙ 
Руководитель темы, 
профессор кафедры 
математической физики, 
д.физ.-мат.н. 
 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
Д.В. Александров 
(реферат, разделы 1-5, заключение) 
 
Исполнители темы: 
 
  
зам. проректора по науке, 
профессор кафедры 
математической физики, 
д.физ.-мат.н. 
 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
А.О. Иванов 
(введение, раздел 2) 
профессор кафедры 
математической физики, 
д.физ.-мат.н. 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
А.Ю. Зубарев 
(разделы 1, заключение) 
директор центра 
прикладной информатики,  
д.физ.-мат.н. 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
В.С. Нустров 
(разделы 1, 3) 
профессор кафедры 
технической физики, 
д.физ.-мат.н. 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
Л.М. Мартюшев  
(раздел 5) 
с.н.с. НИЧ, к.физ.-мат.н.  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
А.П. Малыгин 
(разделы 1, 2, 5, заключение) 
помощник проректора по 
науке, к.соц.н. 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
В.В. Полякова 
(заключение, приложения) 
н.с. НИЧ, к.физ.-мат.н.  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
И.Г. Низовцева 
(разделы 4, 5) 
н.с. НИЧ, к.физ.-мат.н.  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
А.А. Иванов 
(разделы 3, 4) 
инженер-исследователь 
НИЧ 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
Д.Н. Чириков  
(раздел 2) 
стажер-исследователь 
НИЧ 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
В.С. Зверев  
(разделы 1, 3) 
н.с. НИЧ, к.физ.-мат.н.  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
Е.В. Крутикова  
(раздел 2) 
аспирант, стажер-
исследователь НИЧ 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
А.В. Нетреба (Бритоусова)  
(раздел 1) 
аспирант  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
И.О. Стародумов 
(раздел 3) 
аспирант  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
И.М. Субботин 
(раздел 2) 
 3 
студент  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
К.С. Щербинин  
(раздел 4) 
студент  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
Д.А. Пинигин  
(раздел 2) 
студент  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
Г.Ю. Дубовой  
(разделы 3, 4) 
студент  
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
И.С. Шахматов 
(раздел 5) 
Нормоконтролер: 
Начальник управления 
научных исследований 
 
________________ 
«21» сентября 2012 г. 
В.Н. Ларионов 
 4 
РЕФЕРАТ 
 
Отчет 137 с., 81 источник, 19 рисунков, 4 табл., 5 прил. 
 
Ключевые слова: фазовые переходы, морфологическая неустойчивость, 
концентрационное переохлаждение, затвердевание, ядро Земли, магматические расплавы, 
двухфазная зона, нелинейная динамика, тепломассоперенос, дендриты. 
Объектом исследований является изучение нелинейной динамики затвердевания 
расплава жидкой части ядра Земли с двухфазной зоной. В ходе выполнения НИР были 
решены следующие задачи, поставленные в проекте: 1. Теоретически определены основные 
параметры системы, дестабилизирующие процесс затвердевания и выявлена роль этих 
параметров на ширину областей неустойчивости; 2. Аналитически найден критерий 
динамической неустойчивости затвердевания ядра Земли для самых опасных 
(быстрорастущих) возмущений, соответствующих нулевому волновому числу; 3. 
Определены условия коллапса двухфазной зоны и установлены ее реальные размеры на 
основе развитой теории; 4. Найдено характерное междендритное расстояние матрицы 
твердой фазы жидкой части ядра Земли; 5. Изучены и проанализированы известные данные 
по междендритному расстоянию и протяженности двухфазной зоны в затвердевающем ядре 
Земли, существующие в мировой литературе; 6. Выполнено сравнение полученных 
зависимостей по дестабилизирующим факторам, размерам двухфазной области, ее коллапсу 
и междендритному расстоянию с известными данными, существующими в мировой 
литературе; 7. Разрабоана программа внедрения результатов НИР в образовательный 
процесс. 
Разработана теория затвердевания ядра Земли при наличии протяженной области 
фазового перехода. Определены точные аналитические решения сферически-симметричных 
уравнений тепломассопереноса во фронтальном приближении. Эти решения показывают, что 
скорость роста ядра больше в тех регионах, где более холодный расплав опускается к ядру, и 
меньше там, где более горячий расплав поднимается от ядра. Эти аналитические решения 
также показывают, что около межфазной границы ядра возникает концентрационное 
переохлаждение, являющееся причиной ее морфологической неустойчивости. Далее 
проводится линейный анализ этой неустойчивости при наличии конвективных течений 
расплава и выводится новый критерий морфологической устойчивости земного ядра, 
зависящий от нового параметра системы - скорости растяжения. Поскольку такая 
неустойчивость приводит к развитию области фазового перехода, далее строится теория 
двухфазной зоны земного ядра и разрабатываются аналитические методы решения ее 
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уравнений. Найденное решение затем позволяет получить ряд оценок параметров области 
фазового перехода. 
Подробные результаты развитой теории заключаются в следующем.  
Откорректированы аналитические решения уравнений тепломассопереноса в жидком ядре 
Земли для безконвективного фронтального процесса затвердевания. Определены 
сферически-симметричные распределения концентрации примеси и энтропии в расплаве 
ядра, а также зависимость скорости его роста от теплофизических параметров системы. 
Показано, что скорость затвердевания ядра Земли является возрастающей функцией 
удельного неадиабатического теплового потока. Получены аналитические решения 
уравнений тепломассопереноса в жидком ядре Земли во фронтальном режиме 
кристаллизации с конвекцией. Определены соответствующие сферически-симметричные 
распределения концентрации примеси и энтропии. На основе найденных решений 
фронтальной модели показано, что скорость роста ядра больше в тех регионах, где более 
холодный расплав опускается к ядру и меньше в регионах, где поднимается более горячий 
расплав. Эта разница температур и скоростей является причиной морфологической 
неустойчивости межфазной границы. На основе найденных фронтальных решений 
уравнений тепломассопереноса в жидком ядре показано, что около границы с твердым ядром 
всегда появляется концентрационное переохлаждение, также являющееся причиной 
морфологической неустойчивости локально-плоской границы фазового перехода. Проведен 
линейный анализ морфологической неустойчивости локально-плоской межфазной границы 
ядра Земли при наличии конвективных течений расплава. Получен новый критерий 
морфологической неустойчивости и определена кривая нейтральной устойчивости процесса. 
Показано, что при различных скоростях течения расплава возможна реализация 
морфологически устойчивой и неустойчивой кристаллизации, существующей одновременно 
с концентрационным переохлаждением, что приводит к двум сценариям затвердевания: 
"концентрационное переохлаждение и морфологическая устойчивость" и "концентрационное 
переохлаждение и морфологическая неустойчивость". Развиты математические модели 
двухфазной области, соответствующие найденным сценариям затвердевания ядра Земли. 
Получены приближенные аналитические решения этих моделей без учета зависимости 
параметров процесса от изменения давления и плотности. Развита более полная модель 
процесса затвердевания земного ядра с областью фазового перехода, учитывающая течения 
расплава, зависимость фазовой диаграммы от концентрации примеси и давления, 
зависимость скорости течения жидкости от давления и проницаемости двухфазной зоны. 
Найдены приближенные аналитические решения этой нелинейной модели. Определены 
распределения температуры и концентрации примеси в области фазового перехода, доля 
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твердой фазы, скорость затвердевания ядра Земли, протяженность двухфазной зоны. 
Определены допустимые интервалы изменений динамической вязкости и наклона линии 
ликвидус, соответствующие формированию области фазового перехода у твердого ядра 
Земли. Найдено междендритное расстояние и средний радиус вершины растущих в области 
фазового перехода дендритов. Показано, что в двухфазной зоне существуют узкие протоки 
восходящего (горячего) расплава, а в остальной области более холодный расплав опускается 
к ядру. Определены характерные расстояния между такими каналами и их средний радиус. 
Детализировано устройство области фазового перехода ядра Земли. 
Научные результаты в полном объеме представлены в тексте настоящего отчета, а 
также приведены в разделах «Обобщение результатов работы по всем этапам» и  
«Заключение» в более детальной форме. 
Полученные результаты показывают, что поставленные задачи решены полностью. 
Уровень полученных результатов соответствует мировому уровню, о чем свидетельствуют 
публикации коллектива авторов в престижных реферируемых изданиях (раздел «Обобщение 
результатов работы по всем этапам»). Использование полученных результатов будет 
осуществляться в дальнейшей научной работе участников проекта, а также в учебном 
процессе в Уральском федеральном университете. 
Все результаты получены впервые и обладают научной новизной. Областью 
применения результатов являются геофизические задачи затвердевания ядра Земли и 
связанные с ними проблемы генерации и поддержания геодинамо планеты, проблемы 
кристаллизации магматических расплавов и морских льдов, а также схожие по постановке 
задачи прикладной физики, которые имеют одну или несколько движущихся границ 
фазового перехода. 
Полученные результаты опубликованы и приняты к печати в ведущих 
реферируемых журналах. По результатам проекта на пятом этапе к защите представлены 
одна докторская и одна кандидатская диссертации, согласно заявленным индикаторам. 
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Введение 
 
Хорошо известно, что в настоящее время механизм геодинамо считается одним из 
основных механизмов, управляющих возникновением и динамикой магнитного поля Земли и 
других планет Солнечной системы [1]. Этот механизм основан на существовании 
токопроводящих конвективных течений расплава во внешнем ядре, которые приводят к 
возникновению кольцеобразных электрических токов. Благодаря взаимодействию 
электрических полей с конвективными течениями во внешнем ядре возникает 
результирующее магнитное поле дипольного характера, ось которого приблизительно 
совпадает с осью вращения Земли. Для "запуска" подобного процесса необходимо начальное 
магнитное поле, генерируемое гиромагнитным эффектом, когда вращающееся тело 
намагничивается в направлении оси его вращения. Магнитные силовые линии, 
определяемые в компьютерных моделях геодинамо, показывают, насколько структура 
магнитного поля Земли выглядит проще за ее пределами, чем внутри ядра. Там, вместо 
правильных силовых линий, наблюдаются переплетенные между собой линии поля. Однако 
известно, что магнитные полюса планеты не всегда располагались так, как сегодня. 
Исследования минералов показывают, что магнитное поле Земли за 4-5 млрд. лет 
существования планеты меняло свою ориентацию с севера на юг и обратно сотни раз. 
Сравнение современных данных по измерениям магнитного поля Земли с первыми 
измерениями, проведенными в начале 30-х гг. XIX в. показывают, что магнитное поле за этот 
сравнительно небольшой промежуток времени ослабло почти на 10% . Археомагнитные 
исследования говорят о том, что убывание напряженности магнитного поля продолжается 
уже достаточно давно - около двух тысячелетий, причем в последние века особенно 
интенсивно. Если скорость убывания поля не изменится, то его напряженность достигнет 
нулевой отметки приблизительно за 1200 лет. 
Геологические данные свидетельствуют о том, что периодически на нашей планете 
происходила смена магнитных полюсов, при которой Северный и Южный полюса менялись 
местами. При этом, сначала дипольное магнитное поле Земли исчезает, и вместо него 
наблюдается более сложная структура множественных полюсов, разбросанных по планете. 
Затем дипольное поле восстанавливается, но Северный и Южный полюса при этом меняются 
местами. Последний раз такое случалось приблизительно 780 тыс. лет назад. Отметим, что 
такие перемены должны происходить в течение достаточно коротких временных 
промежутков. Сравнительная оценка предельного времени переполюсовки в 1200 лет (при 
неизменной скорости спадания поля) с периодом в 780 тыс. лет показывает, что в настоящее 
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время Земля находится в преддверии этого процесса. Однако интенсивность убывания поля в 
последнее время может свидетельствовать и о более быстром (неравномерном) его спадании. 
Механизм смены полюсов Земли непосредственно связан с механизмом геодинамо. 
Магнитное поле планеты генерируется при взаимодействии внутреннего твердого ядра и 
внешнего расплавленного ядра планеты, в котором циркулирует огромная масса 
расплавленного железа. Здесь важно отметить условия протекания такого процесса, 
существенно отличающиеся от условий на поверхности планеты. Первое: огромное давление 
(приблизительно в 610  раз выше, чем на поверхности Земли), создаваемое внешним жидким 
ядром и внешней мантией на внутреннее ядро, в основном состоящее из железа. Второе: 
крайне высокая температура (5000 - 6000 o K) поверхности твердого ядра разогревает 
расплав, который поднимается вверх по направлению к вышележащей мантии, отдает тепло 
и, остывая (при остывании жидкое железо становится плотнее), опускается обратно вниз по 
направлению к горячему ядру. Третье: возникающая при вращении Земли сила Кориолиса 
отклоняет движение поднимающейся массы в жидком ядре и закручивает ее в спираль. 
Эксперименты показывают, что длительные изменения геомагнитного поля возникают на 
границе жидкого ядра и мантии в тех местах, где направление геомагнитного потока обратно 
нормальному для данного полушария. Самый большой из таких "аномальных" участков 
обратного магнитного поля протянулся от южной оконечности Африки до Южной Америки. 
На данном участке магнитный поток направлен внутрь, к ядру, в то время как большая часть 
его в Южном полушарии направлена из центра. 
Районы, где магнитное поле направлено в противоположную для данного полушария 
сторону, возникают при случайном прорыве закрученных и петляющих линий магнитного 
поля за пределы ядра Земли. Участки обратного магнитного поля могут существенно 
ослабить магнитное поле на поверхности Земли, называемое диполем, и свидетельствовать о 
начале смены земных полюсов. Они появляются, когда поднимающаяся за счет 
конвективных движений расплава жидкая масса проталкивает горизонтальные магнитные 
линии вверх во внешнем ядре. Такое конвективное движение иногда закручивает и 
выдавливает магнитную линию внутрь мантии. Одновременно силы вращения Земли 
вызывают винтовую циркуляцию расплава, которая может затянуть на такой линии петлю. 
Новые участки обратного магнитного поля продолжают формироваться, например, на 
границе ядро-мантия под восточным побережьем Северной Америки и Арктикой, а ранее 
известные участки увеличиваются и сдвигаются в сторону полюсов. При глобальном 
наступлении смены полюсов участки обратного магнитного поля могут разрастаться по 
всему региону вблизи географических полюсов, о чем свидетельствуют данные 
компьютерного моделирования. Об этом же свидетельствуют и данные космических 
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наблюдений. Карты магнитного поля Земли на границе ядро-мантия, составленные по 
измерениям, сделанным со спутника, показывают, что большая часть магнитного потока 
направлена от центра Земли в Южном полушарии и к центру в Северном. Но в некоторых 
районах складывается обратная картина. Участки обратного магнитного поля существенно 
выросли по числу и размерам за последние 30 лет. Если они заполнят все пространство у 
обоих полюсов, то может произойти переполяризация. 
Поскольку взаимодействие между внутренним (твердым) и внешним (расплавленным) 
ядром генерирует и поддерживает механизм геодинамо, представляется особенно важным 
исследовать процессы конвективного тепломассопереноса и магнитной гидродинамики на 
границе их раздела. Так, совсем недавно в предположении плоской границы раздела между 
внутренним и внешним ядром было показано, что магнитное поле порождает джоулево 
тепло, которое, в свою очередь, усиливает конвекцию во внешнем ядре [2]. Однако 
предположение о локально плоской форме твердого ядра Земли является достаточно далеким 
от действительности, что, например, подтверждается данными сейсмологических 
наблюдений [3]. 
Вообще говоря, твердое ядро Земли формируется благодаря затвердеванию жидкого 
ядра. Перераспределение примеси, появляющееся за счет ее вытеснения растущей твердой 
фазой, ответственно за возникновение конвекции и, в целом, за геодинамо [4]. Другими 
словами, течения жидкой фазы системы возникают благодаря архимедовой силе, которая 
обусловлена всплыванием легкой примеси от границы с внутренним твердым ядром в 
процессе роста последнего. Такой процесс осложнен еще одним важным явлением. 
Вытеснение примеси и ее накопление в отдельных участках растущей твердой матрицы 
жидкого слоя приводит к возникновению концентрационного переохлаждения [5], которое 
может очень сильно изменить все параметры системы. Увеличение примеси в отдельных 
участках расплава ядра и возникновение переохлаждения приводят к понижению 
температуры фазового перехода и создают преимущественные условия для роста отдельных 
выступов твердой фазы (например, дендритоподобных образований). При этом, процесс 
затвердевания будет приводить к частичному снятию этого переохлаждения за счет 
выделения скрытой теплоты фазового превращения. Детальное изучение динамики такой 
системы представляет собой очень сложную задачу, учитывающую рост отдельных 
элементов твердой фазы и кинетику снятия переохлаждения. Благодаря такому сложному 
взаимодействию концентрационного переохлаждения с фазовым превращением, 
выделяющейся скрытой теплоте и конвективным течениям, жидкое ядро Земли представляет 
собой область двухфазного состояния вещества. 
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Основная часть 
 
Первое успешное численное решение трехмерной модели 
магнитогидродинамического динамо было получено в 1995 г. в упрощенном приближении 
Буссинеска [6]. В силу сделанных упрощений применимость этой модели к реальным 
планетам вызвало определенные сомнения. Поэтому в 1997 г. те же авторы построили 
несколько частных решений полной системы уравнений геодинамо [7], которая была ранее 
получена в более реалистичном для ядер планет неэластичном приближении [8]. После этих 
работ было построено большое число численных решений моделей 
магнитогидродинамического динамо, основанных на упрощенном предположении 
Буссинеска. Такие решения также порой использовали трактовку вязко-диффузионных 
эффектов на основе соображений устойчивости численных схем (см., например, статью [9]). 
Такой подход приводит к непомерному (на несколько порядков) завышению коэффициентов 
переноса по сравнению с их планетарными величинами [10] и к таким нефизичным 
эффектам, как гипервязкость. 
Перед тем, как приступать к решению полной системы уравнений 
магнитогидродинамического динамо, необходимо сначала решить более простую задачу - 
описать процессы тепломассопереноса в ядре Земли и планетах земной группы без учета 
магнитного поля. В настоящем разделе материал излагается в соответствии с теорией работ 
[11, 12], где была выполнена первая попытка построения подобных аналитических решений 
тепломассообменной задачи. Однако, авторами работ [11, 12] была допущена неточность, 
которая сказывается на физической интерпретации результатов [13]. Корректировка этой 
теории и построение правильной физической картины тепломассопереноса в жидком ядре 
Земли на основе фронтальной модели и представляют собой новизну излагаемого материала 
настоящего раздела. 
Рассмотрим сферический слой жидкого ядра Земли, находящийся в состоянии, 
близком к состоянию гидростатического равновесия, которое соответствует отсутствию 
конвекции. Это состояние, которое полностью определено, называется RS-состоянием 
(Reference State). Все физические величины, соответствующие этому состоянию, 
обозначаются чертой сверху. Массовая доля легкой примеси (концентрация) обозначается 
через C , а удельная энтропия - через S . 
Исходное RS-состояние соответствует адиабатическому хорошо перемешанному 
состоянию. Это означает, что RS-концентрация и энтропия зависят только от времени, т.е. 
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 = 0, = 0.C S  (1) 
 
Остальные физические величины в RS-состоянии (плотность , давление p , 
температура T  и химический потенциал ) являются функциями времени t  и сферического 
радиуса r , который равен нулю в центре планеты. Радиальная производная обозначается 
штрихом. Так, например, производная химического потенциала 
 
 g
dr
d' 0.6=  
 
пропорциональна гравитационному ускорению g  [8], которое в RS-состоянии связано с 
адиабатическим температурным градиентом 
 
 ,=
p
'
c
gT
T  
 
где  - изотермический коэффициент объемного расширения, а pc  - удельная теплоемкость 
при постоянном давлении. 
Возмущения RS-состояния описываются переменными без черты, а реальные 
физические величины (давление, концентрация примеси, энтропия и скорость расплава) - 
суммами pp , CC , SS  и V . 
Далее будем использовать систему уравнений для земного ядра, которая была 
выведена в работе [8] при учете неупругого приближения 0=V  (  - плотность расплава) 
и описанных выше свойств. Эти уравнения в системе отсчета, вращающейся с постоянной 
угловой скоростью ze=  (здесь ze  и re  - единичные векторы сферической системы 
координат), имеют следующий вид: 
 
 = 0,V  (2) 
 
 2 = ( , ) 2 ,' ' r
V p
V V V V T S C e
t
 (3) 
 
 = ( , ) ,l
C
D C V C C
t
 (4) 
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2
2
( )
= ( , ) ,
'
'
S l
S r q C
T S T V S S D
t r r
 (5) 
 
где слагаемое CST ''  представляет собой направленное по радиусу ускорение силы 
Архимеда, а точка сверху обозначает временную производную. 
Отток тепла 22 /)( rqr '  в уравнении (5) вызван отклонением удельного тепла радиации 
(проводимости) от своего адиабатического значения 
 
 0,>=)(
'
lp Tcrq  
 
где l  - коэффициент температуропроводности расплава ядра Земли. 
Производные 
 
 0=0,=
dt
Sd
S
dt
Cd
C

 
 
описывают долговременное поведение процессов охлаждения и перемешивания в 
уравнениях (4) и (5). 
Вымораживание жидкого ядра во внутреннее дает следующие пограничные условия 
на границе CBrr I=  между твердым и жидким ядром Земли: 
 
 I II II I
S S
= = = = , = ,' 'S CB l CBCB CBCB CB
IC IC
DdR
r R S C r r
dt S C
 (6) 
 
где R  - скорость роста земного ядра, а индексы ICB  и SIC  соответственно обозначают 
граничное значение величин при CBrr I=  и значение в твердом ядре Земли. 
Медленная скорость роста внутреннего ядра Земли 
 
 I= ,
S
CB C
p
f S C
R r f
c t t
 (7) 
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определяется числами вымораживания Sf  и Cf , которые для земного ядра составляют 
33Sf  и 70Cf  [8]. Скачки энтропии и концентрации в (6) при переходе через межфазную 
границу приблизительно оцениваются как 190S  Дж/(кг o K) и 0.065C  [11, 12]. 
Отметим, что в работе [14] использовались величины приблизительно в два раза меньшие, 
приведенных выше. 
На границе жидкого ядра с внешней мантией MBrr C=  отсутствует поток вещества, а 
поток энтропии определяется через удельный тепловой поток ooS qqq =  
 
 
C= 0, = , = .
S
MB
S
qC S
r r
r r T
 (8) 
 
Отметим, что неадиабатический тепловой поток Sq  равен разнице между полным 
удельным тепловым потоком oq  и потоком, обусловленным тепловой проводимостью 
'
lpMBo Tcrqq =)(= C . В настоящий момент полный тепловой поток oq , выходящий из 
ядра Земли, точно не известен. Он может быть как больше, так и меньше адиабатического 
потока, обусловленного проводимостью. Поэтому по порядку величины для Sq  можно 
принять следующий интервал изменения: 210  Вт/м 22 10<< Sq  Вт/м
2  [7]. 
Радиально-симметричные решения системы уравнений (2)-(5) для покоящегося 
расплава будут описываться следующими зависимостями: 
 
 
2
2
= ,
'
'
l r
r
r DC
C C
r
 (9) 
 
 
2 2
2 2
= ,
' '
' ' '
S r l r
r
r T S r q DC
S S
r T r T T
 (10) 
 
где нижний индекс r  обозначает радиально-симметричные решения. 
Уравнения (9) и (10) решаются с граничными условиями, следующими из выражений 
(6)-(8) 
 
 I I I
S I S I
= = , = ,
' '
CB S S CB lr r
r C r CB
IC CB p IC CB
f DS C
S f C r r
S r c C r
 (11) 
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C= 0, = , = .
' ' S
r r MB
S
q
C S r r
T
 (12) 
 
Следуя пока работам [11] и [12], считаем параметры = , TT = , lD  и S  
постоянными. При этом, радиальные производные RS-величин оцениваются с помощью 
линейных радиальных зависимостей вида [11, 12]: 
 
 ./==,=,=,= CMBo
'
lp
''''''''' rrqTcqrrrTT  
 
Решение задачи может быть найдено в виде 
 
 ),()(=),()(= 2121 tSrSStCrCC rrrrrr  
 
где 1rC , 2rC , 1rS  и 2rS  - произвольные функции своих аргументов. 
Подставляя эти выражения в (9)-(12), получаем решение задачи 
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где, согласно работам [11, 12], ради простоты рассуждений принято == SlD . 
Граничные значения MBCC  и MBSC  на границе MBrr C=  жидкое ядро - мантия 
определяются с помощью следующих интегралов по объему cV  внешнего ядра [15]: 
 
 
C
2
I
= 4 = 0,
r
MB
r c r
FOC r
CB
C dV C r dr  (15) 
 
 
C
2
I
= 4 = 0.
r
MB
r c r
FOC r
CB
S dV S r dr  (16) 
 
Условия (15) и (16) используются для определения граничных значений концентрации 
и энтропии в распределениях (13) и (14). 
Из пограничного условия (6) скорость роста земного ядра можно представить в виде 
 
 
3
I C
I 2
S I
= .
3
CB MB
r CB
IC CB
r
R C C r
C r
 (17) 
 
Временные производные C

 и S
 , согласно работам [19, 11, 12], могут быть представлены в 
следующей форме: 
 
 
2
S I S4= = ,IC CB IC
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M r R
C C C
M M
 (18) 
 
 2 2I S C
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где ICM S  и oM  - массы внутреннего и внешнего ядер, а L  - внутреннее тепло, 
освобождающееся при вымораживании. 
Из выражений (18) и (19) можно определить следующую комбинацию параметров: 
 
 
2 2
I S C4 4= ( ).S CB IC S S MBC C S o
p o p p o
f r f f r
f C S R f C L C q q
c M c T c TM
 (20) 
 
Комбинируя выражения (17) и (20), находим скорость роста ядра Земли 
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Зависимость (21) проиллюстрирована на рисунке 1. Характер поведения этой 
функции по сравнению с работами [123] и [124] полностью изменился после корректировки 
теоретических зависимостей, приведенных в настоящем разделе. В статьях [11, 12] скорость 
R  являлась убывающей функцией теплового потока Sq  при каждом фиксированном 
значении C  (см., например, рисунок 3 и его обсуждение в работе [11]). С учетом 
сделанных исправлений эта функция стала возрастающей. Другими словами, условие роста 
0>R  выполняется, если полный тепловой поток oq , выходящий из земного ядра, больше 
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адиабатического потока oq , обусловленного тепловой проводимостью, на некоторую 
величину q . 
 
Рисунок 1 - Зависимость скорости роста ядра Земли R  от величины удельного 
неадиабатического теплового потока Sq  при различных значениях скачка концентрации 
примеси 0.03=C  (1), 0.065 (2), 0.1 (3). Все использованные расчетные параметры 
соответствуют значениям, приведенным в работах [11] и [12]. 
 
Сферически-симметричные решения фронтальной модели с конвекцией. 
 
Рассмотрим далее влияние конвективных течений расплава на решения задачи. 
Теория конвективного тепломассопереноса в жидком ядре Земли может быть 
сформулирована с помощью отклонений от RS-состояния, как это было сделано выше для 
случая неподвижного расплава. Одна из часто используемых моделей, описывающих такое 
состояние, это модель PREM (Preliminary Reference Earth Model), предложенная в работе 
[16]. Модель PREM рассматривает ядро в адиабатическом состоянии при гидростатическом 
равновесии как сферически-симметричное тело. Такое RS-состояние поддерживается 
интенсивными конвективными течениями расплава в жидком ядре. Поэтому, как и ранее, 
концентрация примеси и энтропия в RS-состоянии описываются уравнениями (1). 
Известно, что плотность жидкого ядра изменяется от его границы с мантией до 
границы с твердым ядром приблизительно на 20%  [17]. Такое изменение плотности будет 
приводить к вариациям адиабатической температуры, гравитационного ускорения и 
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химического потенциала. Для учета таких зависимостей используем подход, развитый в 
работе [15], где пространственные изменения плотности в жидком ядре представлялись с 
помощью следующей квадратичной зависимости 
 
 2
1 2= (1 ),c c r  (22) 
 
где параметры 1c  и 2c  определяются через известные значения внутреннего CBrI  и внешнего 
MBrC  радиусов, а соответствующие им плотности CBI  и MBC  принимаются равными 
значениям модели PREM (физические параметры модели PREM представлены в таблице 1). 
Опуская несложные преобразования запишем параметры 1c  и 2c  в виде 
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Адиабатическая температура T  и тепловой поток q  в RS-состоянии записываются 
следующим образом: 
 
 (3.23),==,=
I
ICB
'
lplp
CB
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dr
Td
cqTT  
 
где ICBT  - температура на границе твердого и жидкого ядра Земли в RS-состоянии, а  - 
параметр Гюнейзена. 
Интегрируя теперь гравитационное уравнение 
 
 ,4=)( 22 rGgr '  
 
получаем гравитационное ускорение )(rg  и потенциал )(rU gp  в RS-состоянии 
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где 3c  определяется через гравитационное ускорение ICBg  на границе между твердым и 
жидким ядром в RS-состоянии ( 2ICBSICICB /= rGMg , G  - гравитационная постоянная, SICM  - 
масса твердого ядра Земли) 
 
 .
53
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3
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1ICB
2
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Таблица 3.1 - Теплофизические свойства в соответствии с моделью PREM. 
 
 Плотность ICB     12166 кг м
3
  
Плотность CMB    9903 кг м
3
  
Плотность, SIC    12764 кг м
3
  
Тепловой поток Sq    
2101.4  Вт м
2
  
Температура ICBT    5300 
0
K  
Радиус ICBr    
3101222  м  
Радиус CMBr    
3103480  м  
Масса SICM    
22109.839  кг  
Коэффициент lD    2 м
2
 с
1
  
Коэффициент S    2 м
2
 с
1
  
Коэффициент l    
6105  м
2
 с
1
  
Параметр   1.35  
Скачок концентрации C    0.065  
Скачок энтропии S    190 Дж кг 1  0 K 1   
Число вымораживания Cf   
 70  
Число вымораживания Sf   
 33  
Скорость изменения концентрации C

   
20105  с
1
  
Скорость производства энтропии S

   
1610  Вт кг
1
 
0
K
1
  
Теплоемкость pc    840 Дж кг
1
 
0
K
1
  
Температурный градиент lg    
41010.9  
0
K м
1
  
Температурный градиент sg    
4101.7  
0
K м
1
  
Коэффициент теплопроводности lk    63  Дж м
1
 
0
K
1
 с
1
  
Коэффициент теплопроводности sk    79  Дж м
1
 
0
K
1
 с
1
  
Скрытая теплота VL    
9106.84  Дж м
3
  
Коэффициент распределения k    0.25 
Наклон ликвидуса Pm    
9109  
0
K Па
1  
Ускорение свободного падения CBgI    4.4  м с
2  
Концентрация C    0.01  
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Химический потенциал  в RS-состоянии выражается через гравитационный 
потенциал gpU  [8, 15] как 
 
 
CMB= ( ) ( ) ,gp gpc U r U r  (25) 
 
где 0.6=c  и 0=  при MBrr C=  [15]. 
Давление в RS-состоянии p  определяется путем интегрирования гидростатического 
уравнения 
 
 ,=
I
ICB drgpp
r
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r
 
 
где )=( ICBrrp  соответствует модели PREM. 
Процесс тепломассопереноса в жидком ядре Земли, как и ранее, описывается моделью 
(1)-(8). Будем искать сферически-симметричные решения конвективных уравнений (2)-(5), 
зависящие только от r . В этом случае уравнения (2), (4) и (5) записываются в виде 
 
 2 = 0,
'
rr V  (26) 
 
 2
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r C C C V C
r
 (27) 
 
 2 2
2 2
1
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r r r r r
D
r TS S S V S r q C
r T r T T
 (28) 
 
Уравнение (3) требуется для определения возмущения давления p . 
Уравнения (26)-(28) решаются с граничными условиями (6)-(8), выписанными выше. 
Интегрирование уравнения (26) дает 
 
 0
2
= ,
( )
r
c
V
r r
 (29) 
 
где 0c  - произвольная постоянная. 
 22 
Сферически-симметричное решение является хорошим приближением конвективных 
уравнений в жидком ядре Земли в тех регионах, где расплав поднимается или опускается 
(см, например, рисунок 2 в статье [7]). Поэтому, вводя среднюю скорость жидкости в 
областях восходящего или нисходящего расплава 
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находим постоянную интегрирования 
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Используя метод интегрирования предыдущего раздела, находим решения уравнений 
(27) и (28) 
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Подставляя теперь решения (30) и (31) в граничные условия (11), получаем коэффициенты 
cA  и cB  
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Граничные значения CMB  и CMBS  определяются интегралами (15) и (16) по объему 
жидкого ядра (FOC). Выполняя необходимые вычисления, имеем 
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Теперь возмущение давления p  легко находится путем интегрирования уравнения (3). 
Специально отметим, что выражение (29) представляет собой приближение для 
радиальной скорости течения расплава в тех регионах жидкого ядра, где жидкость 
поднимается или опускается (за исключением других регионов, где горизонтальные течения 
становятся сравнимы по порядку величины с вертикальными). Хотя в этой главе решения 
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полной гидродинамической задачи не определяются, распределения (30) и (31) дают 
адекватное физическое поведение построенных решений около границы с мантией. Это 
объясняется тем обстоятельством, что концентрация примеси rC  и энтропия rS  зависят от 
rV  с помощью функций )(1 rf  и )(2 rf , которые представляют собой исчезающие интегралы 
при CMB= rr . Этот результат следует из уравнений (27) и (28), проинтегрированных для 
произвольной функции )(rVr . Аналитические решения задачи (27) и (28) описывают 
решение, как в конвективном случае, так и в случае неподвижной среды ( 0=U ), 
обсуждаемом в предыдущем разделе. Также отметим, что решения (29)-(31) при 0=U  
имеют предельный переход к теории предыдущего раздела. 
 
Рисунок 2 - Радиальная зависимость сферически-симметричных возмущений концентрации 
примеси rC  (относительно RS-состояния) при различных средних скоростях 
610=U  м/с (1), 
0=U  м/с (2), 610=U  м/с (3).  
 
Рисунки 2 и 3 показывают сферически-симметричные части C  и S  (расчетные 
параметры приведены в таблице 1). Увеличение конвективной скорости U  приводит к 
уменьшению концентрации примеси и удельной энтропии. В отсутствие конвекции ( 0=U ) 
величина rC  возрастает около границы с твердым ядром благодаря эффекту вытеснения 
примеси растущей твердой фазой. В тех местах, где жидкость поднимается ( 0>U ), 
конвективные течения уменьшают концентрацию примеси у границы с твердым ядром, а 
там, где жидкость опускается ( 0<U ), rC  возрастает около этой межфазной границы 
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благодаря конвективному притоку примеси из объема жидкого ядра. Подобное влияние 
конвективных течений на распределение возмущений энтропии rS  приведено на рисунке 3. 
 
Рисунок 3 - Радиальная зависимость сферически-симметричных возмущений энтропии rS  
(относительно RS-состояния) при различных средних скоростях 610=U  м/с (1), 0=U  м/с 
(2), 610=U  м/с (3). 
 
Представляется важным отметить, что сферически-симметричные решения, 
показанные на рисунках 2 и 3, лишь не на много отличаются от численных решений 
трехмерной магнитогидродинамической модели работ [7] и [15] несмотря на то 
обстоятельство, что энергия магнитного поля (учтенная в работах [7] и [15] и неучтенная в 
данном изложении) на несколько порядков больше энергии поля скорости. Поэтому 
приведенное решение должно в себе содержать не только источники немагнитной 
конвекции, но и источники магнитогидродинамического динамо планеты. Этот вывод также 
подтверждается магнитогидродинамическими оценками, приведенными в работе [18]. В этой 
статье показано, что характерные амплитуды магнитного поля создаются осесимметричной 
частью магнитогидродинамических уравнений. Это обстоятельство позволяет использовать 
найденные аналитические решения в качестве тестовых решений для численных расчетов 
более общей трехмерной модели уравнений геодинамо. 
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1. Определение основных параметров системы, дестабилизирующих процесс 
затвердевания и выявление роли этих параметров на ширину областей неустойчивости 
 
Выразим теперь скорость роста внутреннего ядра R  из граничного условия (6). 
Подстановка rC  из (30) в (6) дает 
 
 1 ICB
2
SIC ICB
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= .c
A I r
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C r
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Рисунок 4 - Скорость роста ядра Земли в зависимости от теплового потока на границе с 
мантией при различных значениях средней скорости конвективного течения жидкости 
410=U  м/с (1), 610=U  м/с (2), 0=U  м/с (3), 610=U  м/с (4), 410=U  м/с (5); 
зависимость 1 находится выше нуля.  
 
Рисунок 4 показывает, что увеличение средней скорости U  ведет к уменьшению 
теплового потока Sq  в критической точке CS qq = , ответственной за положительность 
скорости роста ядра 0>R  при CS qq >  ( SC qq = , когда 0=R ). Другими словами, условие 
роста 0>R  не удовлетворяется, когда Cqqq > . Когда же общий тепловой поток q  
больше, чем Cqq , представленное конвективное решение задачи является достаточным для 
описания процесса роста ядра. Специально отметим, что критический поток 0<Cq  для всех 
значений скорости расплава U , проиллюстрированных на рисунке 4. Принимая во внимание 
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предельную оценку 410  м/с для верхнего предела модуля скорости ||U  [19], заключаем, что 
0<Cq  для всевозможных конвективных течений жидкости во внешнем ядре. Это означает, 
что общий тепловой поток q  больше, чем адиабатический поток q , когда 0>Sq  и 
qqqqC << , когда 0<< SC qq . Легко заметить, что случай опускающейся жидкости (при 
скорости 410:  м/с) наиболее вероятно будет описываться неравенством qq > . 
Противоположный случай, когда жидкость поднимается (при скорости 410:  м/с), 
соответствует достаточно медленным скоростям R  благодаря небольшим значениям 
концентрационного переохлаждения около границы с твердым ядром. 
Отметим, что скорость роста ядра R  практически линейно зависит от теплового 
потока Sq  при различных скоростях жидкости. Также подчеркнем, что скорость роста R
  
увеличивается с уменьшением 0<U . Это вызвано тем обстоятельством, что поток примеси, 
направленный к твердому ядру, увеличивает концентрационное переохлаждение у 
межфазной границы. Этот вывод находится в соответствии с анализом морфологической 
устойчивости ядра Земли [20, 21], где показана возможность существования двух разных 
сценариев затвердевания: концентрационное переохлаждение и морфологическая 
устойчивость и концентрационное переохлаждение и морфологическая неустойчивость, 
которые описываются различными теориями области фазового перехода [20-27]. Отметим 
еще, что если полный тепловой поток больше, чем адиабатический поток у границы CBrr I=  
и если полный тепловой поток меньше, чем адиабатический поток у границы MBrr C=  [17], 
тогда точка, в которой эти потоки совпадают движется по направлению к границе с мантией 
при уменьшении конвективной скорости 410:U  м/с ( 0Cq , рисунок 4). 
Важным обстоятельством является то, что скорость роста ядра больше в тех частях, 
где расплав опускается (рисунок 4). Это вызвано тем, что эти части поверхности ядра имеют 
более низкую температуру благодаря притоку холодной жидкости, идущей из недр жидкого 
ядра благодаря механизму конвекции. Те части поверхности ядра, где жидкость 
поднимается, представляют собой более горячие зоны, благодаря механизму конвективного 
теплоотвода от твердого ядра к мантии. В результате, скорость роста твердой фазы в этих 
частях ядра, вычисленная на основе фронтальной модели, меньше, чем скорость в регионах 
охлаждения (где расплав опускается к ядру). Эта разница скоростей является причиной 
морфологической неустойчивости межфазной границы и дендритного роста в 
метастабильных регионах расплава в более холодных частях ядра Земли. Такая физическая 
картина процесса кристаллизации характерна не только для земного ядра, но и для процессов 
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выращивания кристаллов, замерзания морской воды и затвердевания расплавов в 
металлургии [28-31]. 
Предположим, что примесь первоначально распределена однородно в расплаве около 
границы с твердым ядром, а движение фронта кристаллизации с постоянной скоростью su  
обеспечивают соответствующие температурные градиенты. Поскольку коэффициент 
распределения примеси k  меньше единицы, движение межфазной границы приводит к 
вытеснению примеси в расплав, которая впоследствии перераспределяется благодаря 
механизмам диффузии и конвекции. Возрастание концентрации примеси перед фронтом 
приводит к уменьшению температуры фазового перехода, которая возрастает с увеличением 
расстояния от межфазной границы. Указанные процессы приводят к установлению 
квазистационарных распределений концентрации примеси C , температуры фазового 
перехода pT  и температуры расплава T . 
Если температурный градиент lG  в расплаве на фронте затвердевания меньше (или 
равен) градиента ptG  температуры фазового перехода, тогда перед фронтом образуется 
область концентрационного переохлаждения. В условиях кристаллизации земного ядра 
температура фазового перехода зависит от концентрации примеси CC=  и от давления 
ppP = . Обозначая наклоны поверхности ликвидус через 0<)/(= PpC Tm  и 
0>)/(= PTm pP  (последний коэффициент также называют наклоном Клайперона), 
получаем критерий концентрационного переохлаждения 
 
 = ,l pt P P C CG G m G m G  (33) 
 
где PG  и CG  обозначают градиенты давления и концентрации. 
Из термодинамики известно, что дифференциал энтропии в жидком ядре Земли 
можно представить в виде [8, 17] 
 
 ,=)( d
T
h
dPdT
T
c
SSd
C
Tp  
 
где T  - коэффициент теплового расширения, а 
Ch  - теплота реакции. 
Деля это уравнение на dr  и учитывая, что 0== CS  в RS-состоянии, получаем 
следующее выражение на границе фазового перехода (при CBrr I= ): 
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 ICB
ICB
= = ,Tl P P P
p
T
g g m g
c
 (34) 
 
 ICB= < 0,l P P C C S
p
T
g m g m g g
c
 (35) 
 
где p
C
C chm /= , а все градиенты представлены в виде сумм RS-градиентов (обозначены 
чертой сверху) и возмущений в виде 
 
 .=,==,==,== SCCPPPlll gSgCGggGPggGT  
 
Здесь lg  и Pg  обозначают градиенты температуры расплава и давления в RS-состоянии, а 
lg , Pg  и Sg  - возмущения градиентов температуры расплава, давления и энтропии. 
Выражение (34) показывает, что неравенство (33) становится равенством, т.е., что 
адиабатическое RS-состояние описывает фронтальный сценарий затвердевания с 
минимальным (нулевым) переохлаждением. Далее подставляя (34) в (33) запишем критерий 
концентрационного переохлаждения для возмущений 
 
 0.l P P C Cg m g m g  (36) 
 
Рисунок 5 - Относительный градиент концентрации примеси на границе с твердым ядром в 
зависимости от средней скорости жидкости. 
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Неравенство (36) всегда выполняется для найденных выше сферически-
симметричных решений, поскольку 0</=/ ICBICB p
'
rpS cSTcgT  при CBrr I=  (см. соотношение 
(35) и рисунок 3). Другими словами, рассматриваемая неэластичная фронтальная модель 
показывает, что расплав является всегда переохлажденным около границы с твердым ядром 
Земли. Этот вывод справедлив даже в безконвективном случае. При этом, увеличение 
конвективной скорости, направленной к твердому ядру, увеличивает концентрационное 
переохлаждение в соответствии с решениями, показанными на рисунках 3 и 5. Причина 
состоит в том, что концентрация примеси около границы фазового превращения 
претерпевает лишь незначительное увеличение благодаря притоку из недр жидкого ядра за 
счет опускающейся холодной жидкости, когда 0<U . В противоположном случае, когда 
0>U , в регионах восходящей жидкости температура более высокая, вследствие 
теплоотвода от более горячего твердого ядра в недра более холодного жидкого ядра.
 Поскольку расплав около границы с твердым ядром всегда переохлажден, 
принципиально возможны два сценария процесса кристаллизации "концентрационное 
переохлаждение и морфологическая устойчивость"  и "концентрационное переохлаждение и 
морфологическая неустойчивость"  [20, 21] (анализ морфологической устойчивости ядра 
излагается далее). При этом, оба сценария контролируются конвективными течениями 
расплава у межфазной границы. Первый из этих сценариев описывается либо моделью 
двухфазной зоны с нуклиирующими частицами твердой фазы в двухфазной зоне (при 
сохранении границей твердого ядра локально плоской формы), либо просто фронтальной 
моделью. Второй сценарий затвердевания описывается моделью области фазового перехода, 
заполненной дендритоподобными структурами [20, 21]. При этом, дендриты могут 
простираться далеко в глубь жидкого ядра Земли [5]. 
Также важным представляется отметить следующее. Только первый из приведенных 
выше сценариев процесса может быть описан с помощью неэластичной модели при 
небольших переохлаждениях. Когда же переохлаждение достаточно велико, неэластичная 
модель (с соответствующими ей граничными условиями) не может быть использована для 
описания процесса тепломассопереноса в области фазового перехода ядра Земли. Этот 
подход должен быть видоизменен, чтобы учесть формирование двухфазного региона у 
границы твердого ядра. Другими словами, более вероятный сценарий процесса 
"концентрационное переохлаждение и морфологическая неустойчивость"  должен 
описываться с помощью теории двухфазной зоны около границы с твердым ядром и, 
например, неэластичной теорией в остальном регионе расплава жидкого ядра с новыми 
граничными условиями на межфазной поверхности двухфазная область - расплав. Такая 
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более общая модель приведет к модификации численных расчетов магнитной 
гидродинамики и тепломассопереноса, ранее проведенных в работах [7, 15]. 
Таким образом, основными параметрами, дестабилизирующими процесс 
затвердевания в условиях действия концентрационного переохлаждения являются: скорость 
натекающего на ядро Земли расплава, температурные градиенты и тепловые потоки, а также 
теплофизические параметры земного ядра, по значениям которых существует разброс 
данных в современной литературе. При этом, ширина области неустойчивости зависит от 
плоскости параметров системы, в которых строится кривая нейтральной устойчивости 
процесса. Ниже будут приведены кривые нейтральной устойчивости процесса и выявлена 
количественная роль основных параметров системы на протяженность области 
неустойчивости. 
 
2. Нахождение критерия динамической неустойчивости затвердевания ядра Земли 
для самых опасных (быстрорастущих) возмущений, 
соответствующих нулевому волновому числу 
 
 Для исследования поставленной цели необходимо провести анализ морфологической 
устойчивости земного ядра для произвольных значений длины волны и волнового числа 
возмущений, а затем устремить волновое число к нулю.  
Исследуем в этом разделе условия неустойчивого затвердевания земного ядра, 
приводящие к росту дендритов и возникновению области фазового перехода. Для этого 
рассмотрим сначала процесс направленного затвердевания с плоской межфазной границей. 
Твердая фаза и расплав соответственно занимают области 0<z  и 0>z . Уравнения 
конвективного переноса тепла и массы в обеих фазах имеют вид 
 
 2= , > 0,l ls l l l
T T
u V T T z
t z
 (37) 
 
 2= , > 0,l ls l l l
C C
u V C D C z
t z
 (38) 
 
 2= , < 0,s ss s s
T T
u T z
t z
 (39) 
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где t  - время процесса V  - скорость расплава, sT  - температура в твердом ядре, lT  и lC  - 
температура и концентрация примеси в жидком ядре. 
Температура на границе фазового перехода (при 0=z ) определяется соотношением 
Гиббса-Томсона 
 
 
*= = ,
'
l s P P C lT T T H m G h m C  (40) 
 
где Vi LT /= *  - коэффициент Гиббса ( i  - поверхностная энергия, VL  - скрытая теплота 
фазового перехода). В рассматриваемой здесь линейной теории 'hH 2  ( ),,( tyxh
'  
представляет собой морфологические возмущения локально плоской межфазной 
поверхности). Далее будем считать, что ICBlP gG = . 
Условия баланса тепла и массы на фронте представим в виде 
 
 = ( ), = 0,V n s s l lL v n k T k T z  (41) 
 
 ( 1) = , = 0,l n l lk C v D n C z  (42) 
 
где n  - вектор нормали к поверхности, ориентированный в сторону расплава, а 
thuv 'sn / . 
Квазистационарные решения модели (37)-(42) определяют режим затвердевания 
плоского фронта с постоянной скоростью su . Граничные условия (41) и (42) позволяют 
определить градиенты концентрации примеси и температуры в твердом ядре на межфазной 
поверхности 
 
 0,=,=,
1)(
= 0 zG
k
k
k
uL
G
D
ukC
G l
s
l
s
sV
s
l
s
C  
 
Принимая во внимание, что 0=V  при 0=z , из уравнений (37)-(39) находим 
нижеследующие вторые производные в квазистационарном режиме, необходимые для 
дальнейшего анализа морфологической устойчивости: 
 
 0,=,
1)(
=
2
0
2
2
2
z
D
Cku
dz
Cd
l
sl  
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 0.=,=,=
2
2
2
2
z
Gu
dz
TdGu
dz
Td
s
sss
l
lsl  
 
Наложим морфологические возмущения на локально плоский фронт затвердевания в 
виде )(exp= 1 yikxikthh yx
' . Эти возмущения вызывают возмущения концентрации 
примеси ( 'lC ) и температур в жидкой (
'
lT ) и твердой (
'
sT ) фазах: 
)(exp= 1 zyikxiktCC yxl
'
l , )(exp= 1 zyikxiktTT lyxl
'
l  и 
)(exp= 1 zyikxiktTT syxs
'
s . Здесь  - скорость роста возмущений, xk  и yk  - волновые 
числа в направлениях x  и y . Далее раскладывая граничные условия (40)-(42) в ряды в 
окрестности 0=z , находим следующие выражения для амплитуд возмущений 1h , 1lC , 1lT  и 
1sT  при 0=z : 
 
 1 1 0(1 ) / = ( 1) / ,l s l s C lC k u D h ku G k C D  (43) 
 
 1 1 1( ) = 0,s l s lT T G G h  (44) 
 
 1 1 1/ / = 0,s s s l l l s l l l s s s s Vk T k T u k G u k G L h  (45) 
 
 2 2 2
1 1 1( ) = 0, = .h P P C C l l C l h x yk m G m G G h T m C k k k  (46) 
 
Для нахождения коэффициентов , l  и s  перепишем уравнения (37)-(39) для 
возмущений 
 
 2 21 1( ) = 0,l s l h z CC u D k U G h  (47) 
 
 2 21 1( ) = 0,l s l l l h z lT u k U G h  (48) 
 
 
2 2
2
4( )
= 1 1 .
2
s h s s
s
s s
u k
u
 (49) 
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Комбинируя теперь выражения (43) и (46)-(48), получаем 
 
 
2
2
4( (1 ) )1
= 1 1 ,
2 ( / )
s l h s
l l s l
u D k k u
D D u D
 (50) 
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4
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где 
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а zV  представляет собой невозмущенную z -компоненту скорости жидкости в направлении 
затвердевания. Отметим, что в отсутствие конвективных течений, когда 0=zU , выражения 
(49)-(51) переходят в соответствующие формулы работы [32]. 
Далее исключая амплитуды возмущений из системы (43)-(46), получаем нелинейное 
дисперсионное уравнение 
 
 = ( , ),hF k  (52) 
 
где 
 
 2= hPPssllCCC kGmGGGmF  
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Если скорость растяжения 0=zU , выражение (52) преобразуется в дисперсионный 
закон для неподвижного расплава, найденный в статье [32] (соотношение (18) в [32]). Таким 
образом, уравнение (52) расширяет рассматриваемую теорию морфологической 
неустойчивости на случай конвекции в расплаве. Отметим также, что новый критерий (52) 
содержит в себе все ранее известные критерии морфологической устойчивости [32-35]. 
 
Рисунок 6 - Кривые нейтральной устойчивости для различных допустимых значений 
концентраций примеси 0C : ( 0.02=0C  - сплошные линии, 0.06=0C  - штриховые линии). 
Символы соответствуют длинам волн возмущений m  с максимальными частотами (см. 
рисунок 7). Критерий концентрационного переохлаждения (33) выполняется в областях 
устойчивости ( 0< ) и неустойчивости ( 0> ). 
 
Оценим абсолютное значение скорости растяжения || zU  как zVz / , где zV  и z  - 
характерные значения скорости жидкости и расстояния. Рассматриваемая теория 
основывается на предположении, что конвективная скорость zV  больше, чем скорость роста 
земного ядра su , которая по всем существующим оценкам больше, чем 
1310:zV  м/с. С 
другой стороны, ее верхний предел составляет 410:zV  м/с [19]. Длина волны, 
соответствующая максимальным значениям частоты возмущений без конвекции, составляет 
310= :zm  м [136, 137], в то время, как неровности границы земного ядра проявляются на 
сейсмическом масштабе 310:z  м [36]. Таким образом, получаем следующую оценку для 
скорости растяжения: 
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33
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т.е. 11 10<<10 zU  с
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Рисунок 7 - Скорость роста возмущений в зависимости от длины волны  при различных 
скоростях растяжения: (1) - 310=zU  с
1 , (2) - 0=zU  с
1  и (3) - 310=zU  с
1 . 
Вертикальные линии показывают длины волн m  с максимальными частотами. 
 
Кривая нейтральной устойчивости ( 0= ), полученная из выражения (52) для 
различных длин волн возмущений показана на рисунке 6 (расчетные параметры системы 
приведены в таблице 2). Две кривые, проиллюстрированные при 0.02=0C  и 0.06=0C  
соответствуют оценке 0.050 :C , полученной в работе [19]. Легко увидеть, что длины волн m  
лежат в области неустойчивости (соответствующие значения m  показаны на рисунке 7). 
Реализация устойчивого или неустойчивого сценария затвердевания зависит от 
соответствующего значения скорости растяжения zU . В регионах опускающегося расплава 
( 0<zV , 0>zU ) процесс устойчив. В регионах поднимающегося расплава ( 0>zV , 0<zU ) 
процесс неустойчив к морфологическим возмущениям (также еще существует регион 
неустойчивости при 0>zU ). Полученный результат находится в соответствии с оценками 
работы [19], где подобные выводы были сделаны на основе анализа действия 
композиционных сил. 
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Таблица 2 - Рассчетные параметры земного ядра. 
 
Скорость затвердевания ядра su    
12106  м с
1
  
Коэффициент диффузии примеси lD    
910  м
2
 с
1
  
Коэффициент температуропроводности l    
6106  м
2
 с
1
  
Коэффициент температуропроводности s    
6107  м
2
 с
1
  
Коэффициент теплопроводности lk    63 Дж м
1
 
0
K
1
 с
1
  
Коэффициент теплопроводности sk    79 Дж м
1
 
0
K
1
 с
1
  
Коэффициент распределения примеси k    0.25  
Скрытая теплота VL    
9106.84  Дж м
3
  
Плотность жидкого ядра l    
31012  кг м
3
  
Коэффициент Гиббса-Томсона    
7101.6  
0
K м  
Температурный градиент lG    
41010.9  
0
K м
1
  
Наклон ликвидуса Cm    
4101.1  
0
K  
Наклон ликвидуса Pm    
9109  
0
K Па
1
  
Ускорение свободного падения CBgI    4.4 м с
2
  
 
 
Рисунок 8 - Кривые нейтральной устойчивости (расчетные параметры системы приведены в 
таблице 2).  
 
На рисунке 8 показаны кривые нейтральной устойчивости с учетом различных оценок 
для скорости затвердевания земного ядра su . Область устойчивости становится шире с 
уменьшением скорости кристаллизации. В целом, поведение этой функции аналогично 
безконвективной теории статьи [32]. Однако характерные величины su  и 0C  изменились по 
сравнению с этой работой. Поэтому, если скорость роста ядра Земли является эпизодической 
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(т.е., если на разных эволюционных стадиях значения su  различны), возможна реализация 
как устойчивого, так и неустойчивого процесса. 
Поскольку процесс кристаллизации ядра Земли аналогичен металлургическим 
процессам затвердевания металлов (в том числе и железо-никелевого, составляющего основу 
земного ядра), конвективная морфологическая неустойчивость также должна проявляться и 
для таких систем. На рисунке 9 по данным работы [21] показаны кривые нейтральной 
устойчивости для железо-никелевого сплава, затвердевающего в условиях, характерных для 
земной поверхности (теплофизические свойства этой системы приведены в таблице 3). При 
этом, процесс кристаллизации считается независимым от градиента давления, т.е. 0=PG . 
 
Рисунок 9 - Кривые нейтральной устойчивости для различных допустимых значений 
концентраций примеси 0C : ( 2=0C  вес %  (1), 4=0C  вес %  (2) и 7=0C  вес %  (3)). 
Регионы устойчивости и неустойчивости соответственно находятся выше и ниже показанных 
зависимостей (зоны устойчивости и неустойчивости для концентраций 7=0C  вес %  и 
2=0C  вес %  заштрихованы). Символы "x" соответствуют точкам максимума, 
710=su  м 
с 1 . 
 
Еще раз специально отметим, что критерий (33) концентрационного переохлаждения 
удовлетворяется в областях устойчивости и неустойчивости. Поэтому принципиально 
возможна реализация двух сценариев затвердевания земного ядра: "концентрационное 
переохлаждение и морфологическая неустойчивость" и "концентрационное переохлаждение 
и морфологическая устойчивость". Первый из этих сценариев соответствует эволюции 
дендритных структур в области фазового перехода и приводит к формированию двухфазной 
зоны (состоящей из дендритов). Поскольку морфологическая неустойчивость не является 
автоматическим следствием концентрационного переохлаждения, второй сценарий 
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затвердевания описывает нуклеацию и последующий рост элементов твердой фазы на 
растворенных примесях в переохлажденной области при сохранении межфазной границей 
локально плоской формы. 
 
Таблица 3 - Рассчетные параметры железо-никелевого сплава. 
 
Коэффициент диффузии примеси lD    
9105  м
2
 с
1
  
Коэффициент температуропроводности l    
5101.4  м
2
 с
1
  
Коэффициент температуропроводности s    
5104.4  м
2
 с
1
  
Коэффициент теплопроводности lk    41.9 Дж м
1
 
0
K
1
 с
1
  
Коэффициент теплопроводности sk    74 Дж м
1
 
0
K
1
 с
1
  
Коэффициент распределения примеси k    0.68  
Скрытая теплота VL    
10101.4  Дж м
3
  
Коэффициент Гиббса-Томсона    
7101.6  
0
K м  
Температурный градиент lG    5  
0
K м
1
  
Наклон ликвидуса Cm    2.65 
0
K вес
1%   
 
Подчеркнем, что основным вкладом тепловой и композиционной конвекции являются 
модифицированные уравнения тепломассопереноса, которые, в свою очередь, приводят к 
модифицированным уравнениям для возмущений, развивающихся у границы с твердым 
ядром. Рассматриваемая теория показывает, что конвекция в расплаве сдвигает кривые 
нейтральной устойчивости (например, это показывает сравнение рисунка 8 с теорией статьи 
[32]) и приводит к существованию двух описанных выше сценариев затвердевания. Теории 
морфологической устойчивости ядра Земли, развитые ранее в работе [35] (без конвекции) и в 
работе [32] (конвекция учитывается частично; уравнения для возмущений безконвективные, 
а распределение концентрации примеси не является непрерывным вблизи границы ядра), 
показывают, что наиболее вероятным сценарием затвердевания является режим 
"концентрационное переохлаждение и морфологическая неустойчивость". 
 
3. Определение условий коллапса двухфазной зоны 
и ее реальных размеров на основе развитой теории 
 
 Изучение этого вопроса проведем с помощью различных моделей области фазового 
перехода ядра Земли, после чего выполним их сравнительный анализ и оценим реальные 
размеры двухфазной зоны. 
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Начнем данный раздел с рассмотрения модели двухфазной области, заполненной 
растущими на примесях частицах твердой фазы, которая описывает сценарий затвердевания 
ядра "концентрационное переохлаждение и морфологическая устойчивость". При изложении 
материала будем использовать теорию, развитую ранее в работах [22, 23, 37]. Ради удобства 
рассуждений переместим начало системы отсчета tuz s=1  ( 0=z ) на границу двухфазная 
область - расплав. Тогда вторая граница (двухфазная зона - твердая фаза) будет иметь 
координату tuz s=1  ( 0<=z ). Температура mT  и концентрация примеси mC  в 
двухфазной области предполагаются однородными. Система уравнений тепломассопереноса 
в зоне фазового перехода имеет вид [30] 
 
 ( ) ( ) (1 ) = ( ) ,mm m l l m m m V z
T
c cV T k T L V
t t z
 (53) 
 
 (1 ) (1 ) = ( ) (1 ) ,m m m m m z
C
V C D C k C V
t t z
 (54) 
 
где  - доля твердой фазы растущих частиц, )(m , )(mc , )(mD  и )(mk  - плотность, 
теплоемкость, коэффициент диффузии и коэффициент теплопроводности в области фазового 
перехода. Коэффициенты mk , mD  и произведение плотности на теплоемкость выражаются 
через свои значения в жидкой и твердой фазах в виде 
 
 ( ) = (1 ) ,m l sk k k  ( ) = (1 ),m lD D  ( ) ( ) = (1 ) ,m m l l s sc c c  (55) 
 
где l  и s  - плотности в жидкой и твердой фазах, а lc  и sc  - теплоемкости в этих фазах. 
Выражения (3.55) используются здесь лишь для конкретизации зависимостей. Их подробное 
обсуждение содержится в работе [38]. 
Концентрационное переохлаждение в двухфазной зоне записывается в виде разности 
температуры фазового перехода и локальной температуры 
 
 *= ( ) ,liq m l P mT T f C gm z T  (56) 
 
где в случае линейного ликвидуса mCliq Cmf =  Границы зоны фазового перехода 0=z  и 
=z  определяются из условий: переохлаждение равно нулю. 
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Поскольку в случае конвекции диффузия примеси сказывается слабо на механизм ее 
переноса, будем использовать уравнение Шейла [39] для описания массопереноса в 
двухфазной области. Такой подход часто используется в подобных задачах для описания 
процесса массопереноса (см., например, [40-42]). Уравнение Шейла является хорошим 
приближением для широкого диапазона экспериментальных условий [43]. Кроме того, будем 
рассматривать процесс в тех регионах поверхности ядра, где расплав опускается 
(поднимается). В этом случае конвективные слагаемые, соответствующие 
перпендикулярным направлениям x  и y , намного меньше, чем слагаемое zCV mz /)(1 . 
Итак, после перехода в движущуюся систему координат tuzz s1= , имеем 
 
 .)(1=)(1
dz
d
Ck
dz
dC
m
m  
 
Интегрироване этого уравнения дает зависимость концентрации примеси от доли 
твердой фазы 
 
 1( ) = (1 ) ,kmC C  (57) 
 
где C  - концентрация примеси на границе двухфазная область - расплав ( 0=z  при 0= ). 
Далее комбинируя выражения (53) и (56), получаем дифференциальное уравнение для 
концентрационного переохлаждения T  
 
 
2
1 22
( ) ( ) = 0,
d T d T
b z b z
dz dz
 (58) 
 
где 
 
 ,)(
1
=1 szmm
m
m
uVc
dz
d
d
dk
k
b  Pl
m
m
liqm
m
liq
gm
dz
dC
dC
df
b
dz
Cd
dC
df
b 12
2
2 =  
 
 .
)(
2
2
2
dz
dC
dC
fd
dz
d
k
VuL m
m
liq
m
zsV  
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Здесь производные концентрации по z  определяются выражением (57), где ))((= zCC mm . 
Уравнение (58) зависит от пока неизвестной функции , определяющейся процессами 
нуклеации и роста твердой фазы в двухфазной зоне. 
Рассмотрим макроскопически однородную переохлажденную область фазового 
перехода, заполненную сферическими частицами твердой фазы. Скорость нуклеации таких 
частиц можно выразить в соответствии с теорией Френкеля-Зельдовича [44, 45] 
 
 *
* 2
= exp ,
p
I I
T
 (59) 
 
где *p  и *I  - размерное число Гиббса и предэкспоненциальный фактор. Образовавшиеся в 
двухфазной зоне частицы твердой фазы, превышающие некий критический размер, 
претерпевают дальнейший рост, а частицы меньше такового размера - растворяются [44]. 
Частицы твердой фазы радиуса r  растут в соответствии с соотношением [46] 
 
 *
*
= ,
1 /V l
Tdr
dt L r k
 (60) 
 
где *  - кинетический коэффициент. Будем описывать эволюцию частиц твердой фазы в 
переохлажденном расплаве кинетическим уравнением для плотности функции 
распределения ),,( tzrf  [34] 
 
 = 0,
f dr
f
t r dt
 (61) 
 
с граничным условием 
 
 ** 2
=0
= exp .
r
pdr
f I
dt T
 (62) 
 
Здесь критический радиус частиц выбран равным нулю. Доля твердой фазы выражается 
через f  в виде 
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 3
0
4
= ( , , ) .
3
r f r z t dr  (63) 
 
Уравнения (60)-(62) в подвижной системе отсчета имеют вид 
 
 *(1 ) = 0,
s z
dr
qr T
dz u V
 (64) 
 
 * = 0,
1s z
T f f
u V r qr z
 (65) 
 
 * *=0 2
*
| = exp ,r
I p
f
T T
 (66) 
 
где lV kLq /= * . Отметим, что уравнения (64)-(66) не зависят от t . 
Уравнение (65) с граничными условиями (66) и 0=f  при 0=z  имеет следующее 
решение [34]: 
 
 *( , ) = 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ,V
l
L r
f r z x z y r H x z y r
k
 (67) 
 
где 
 
 ,
2
1=)(,)(=)( *
0
*
l
V
zzs
k
rL
rrydT
Vu
zx  ,exp
)(
=)(
2
*
*
*
T
p
uT
I
u  
 
а )(uH  - функция Хевисайда. 
Интегрируя уравнение (64) и принимая во внимание то, что 0=r  при =z , 
получаем 
 
 1= 1 2 ( ) ( ) 1 .r q q x z x  (68) 
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Уравнение (3.68) определяет радиус )(zr  кристаллов, появляющихся в точке =z  области 
фазового перехода. 
Выражения (67) и (68) определяют неизвестную функцию f , входящую в 
соотношение (63). Однако, уравнение (63) не позволяет выразить  как явную функцию 
переменной z , поскольку f  (входящая в ) зависит от T , которая зависит от  в 
соответствии с дифференциальным уравнением (58). Перейдем теперь к решению этой 
интегро-дифференциальной задачи с помощью метода, развитого в книге [34]. 
Вводя новую переменную  вместо r  для любой фиксированной величины z  с 
помощью соотношения 
 
 ),()(=)( ryzxx  
 
получим 
 
 .))(1(=)(* drqrVudT zs  
 
Пределы интегрирования 0=r  и 0)=(= rr  преобразуются к пределам z=  и 0= . 
Далее заменяя r  на  в (63) и учитывая (67) и (68), получаем 
 
 
0
*
*
4
( ) = ( , )exp( ( )) ,
3( )s z z
I
z w z p S d
u V
 (69) 
 
где 
 
 .))((=)(,1)()(21=),(
2
3
3 TSxzxqqzw  
 
Параметр *p , входящий в решение (69), обычно намного больше, чем 
2)( T , 
благодаря большим энергиям нуклеации [46]. Поэтому для вычисления интеграла (69) можно 
воспользоваться методом Лапласа [47, 48]. Учитывая лишь главный член асимптотического 
разложения интеграла (69), имеем 
 
 * *( ) = ( ) ( , ),z a w z  (70) 
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4
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T
Vu
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где *  - точка максимума переохлаждения в двухфазной зоне. 
Выражение (70) показывает, что )(z  обращается в ноль на границе двухфазная зона - 
жидкая фаза, поскольку 0=),( **w . Поэтому приближенно будем считать, что 0  в 
регионе 0<<* z . В этом случае уравнение (58) может быть легко проинтегрировано. 
Принимая во внимание граничные условия 
 
 0,=,=0,= zgmG
dz
Td
T Pll  
 
в рассматриваемой области получаем 
 
 
/
0
0 0= e 1 , = .
( )
z z l
l l P
l l s z
k
T G z gm z z
c u V
 (71) 
 
Чтобы определить точку максимального переохлаждения, в уравнении (58) полагаем 
0=/dzTd . Считая, что 0 , получаем 
 
 
0= ln .
l P
l
gm
z
G
 (72) 
 
Теперь с помощью уравнения (58) можно рассчитать величину концентрационного 
переохлаждения T  в регионе *<< z  с использованием граничных условий 
 
 ,=0,=),(= ** z
dz
Td
TT  
 
где )( *T  определяется уравнениями (71) и (72) при *=z . Уравнение (58) в этой зоне 
легко интегрируется численно. Доля твердой фазы )(z  в этом регионе задается выражением 
(70). Протяженность  двухфазной зоны находится из граничного условия 0=T  при 
=z . Таким образом, концентрационное переохлаждение, доля твердой фазы, 
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распределения температуры и концентрации примеси полностью определены в области 
фазового перехода. 
 
Рисунок 10 - Концентрационное переохлаждение и доля твердой фазы в двухфазной зоне в 
зависимости от пространственной координаты. Параметры системы приведены в таблице 2, 
4102.2=lG  
0 K м 1 , 0.01=C , 910=zV  м с
1 , 460=lc  Дж кг
1  0 K 1 , ls = , ls cc = , 
39
* 10=I , 
2
* 10=  м с
1  0 K 1 , 230=*p  
0 K 2  [34, 35], 3* 108.7=  м, 132=  м. 
 
Принципиальная структура области фазового перехода показана на рисунке 10. 
Видно, что переохлаждение увеличивается вблизи границы 0=z  двухфазная зона - расплав 
(где 0 , а процессы нуклеации и роста кристаллов заторможены). Здесь имеется в виду 
увеличение переохлаждения по отношению к расстоянию z  от границы зоны с жидкостью. 
Когда переохлаждение достигает максимума, кристаллы твердой фазы растут наиболее 
интенсивно. В результате, выделяющаяся ими скрытая теплота компенсирует 
концентрационное переохлаждение, исчезающее на границе зоны и твердой фазы. Скорость 
расплава, направленная в направлении z , приводит к увеличению слоя, где происходит 
рост твердой фазы (регион II) по сравнению со случаем неподвижной жидкости. 
Проведенные рассчеты показывают, что протяженность этой области составляет порядка 
нескольких сотен метров. Поскольку нуклеация и рост твердой фазы происходят в области I, 
то именно ее можно называть двухфазной зоной. 
Подобное поведение переохлаждения и доли твердой фазы характерно для 
кристаллизующегося в обычных условиях железо-никелевого расплава. Соответствующие 
зависимости для этой системы по данным таблицы 3 (согласно статье [21]) 
продемонстрированы на рисунке 11. 
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Рисунок 11 - Концентрационное переохлаждение (сплошные линии) и доля твердой фазы 
(штриховые линии) в двухфазной зоне в зависимости от пространственной координаты при 
различных скоростях натекающего расплава: 5102=zV  м с
1  (1) и 5103=zV  м с
1  (2). 
Параметры системы приведены в таблице 3, 610=su  м с
1 , 7=C  вес% , 100=sG  
0 K м 1 , 
2
* 10=  м с
1  0 K 1 , 10=*p  
0 K 2 , 10* 10=I .  
 
Развиваемая теория показывает принципиальную возможность возникновения у 
границы твердого ядра Земли области фазового перехода, которая заполнена 
нуклеирующими частицами твердой фазы. Причем, наиболее вероятно это происходит в тех 
местах поверхности, где расплав опускается к ядру. Однако, рассматриваемая теория не 
учитывает механизмы слияния частиц в кластеры, возникающие на поздних стадиях их 
укрупнения. 
Перейдем теперь к рассмотрению простейшей модели двухфазной области, 
заполненной дендритными структурами. Как и ранее, будем использовать систему 
координат, движущуюся с постоянной скоростью su  в направлении расплава. При этом, 
0=z  и =z  соответствуют границам двухфазная область - жидкость и двухфазная 
область - твердая фаза. Вообще говоря, двухфазная зона появляется в результате 
возникновения концентрационного переохлаждения и морфологической неустойчивости 
локально плоской поверхности фазового перехода. Растущие дендриты (и подобные им 
образования) выделяют скрытую теплоту затвердевания и компенсируют концентрационное 
переохлаждение. В случае квазиравновесного затвердевания переохлаждение (см. выражение 
(56)) стремится к нулю. Напомним, что теоретическое описание такого сценария 
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кристаллизации впервые было предложено в работах [49-52]. Затем в работах [24-27] были 
разработаны методы решения уравнений квазиравновесной зоны в случае отсутствия 
конвекции. Рассмотрим ниже конвективную теорию такого процесса затвердевания. 
Система нелинейных уравнений, описывающая тепломассоперенос в области 
фазового перехода, состоит из уравнений (53), (54) и следующего соотношения, 
вытекающего из (56): 
 
 *= C m l PT T m C gm z  (73) 
 
в случае линейной зависимости ликвидус (нелинейная зависимость ликвидус может быть 
легко учтена в соответствии с теорией работы [21]). 
Решение уравнения (54), как и ранее, задается выражением (57). Для интегрирования 
уравнения (53) рассмотрим ситуацию, когда третье слагаемое в правой части зависимости 
(53) много меньше остальных слагаемых. Подставляя теперь )( mm CT  и )(mC  из формул (57) 
и (73) в уравнение (53), получаем дифференциальное уравнение для )(z . Интегрируя это 
уравнение с граничным условием при 0=z  
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)(1
)(
=0,=
kCm
gmG
dz
d
C
Pll  
 
имеем 
 
 
2
1 1
1
1 1 *0
( )(1 )
( ) = ( 1) ,
( ) ( )
k
m
C
V z s
k
z m C k d
L V u I A
 (74) 
 
где 
 
 ,))(1(1)(=)( 2
2
22
1
0
1 dPkCmI
k
C  
 
 .=),)(()(=)( *222 Plllsz gmGkAuVcP  
 
 
  
 49 
 
 
Рисунок 12 - Доля твердой фазы в зависимости от пространственной координаты в 
двухфазной области земного ядра при различных концентрациях примеси 0.04=C  (1) и 
0.05 (2); 
9103=zV  м с
1  (сплошные линии) и 9105=zV  м с
1  (штриховые линии). 
Вертикальные линии показывают толщину двухфазной зоны. 
 
Таким образом, все неизвестные определены в параметрическом виде )(mC , )(mT  и 
)(z  выражениями (57), (73) и (74). Доля твердой фазы *  на границе двухфазной области с 
твердым ядром находится с помощью граничного условия (41), а протяженность области 
фазового перехода  определяется условием )(= *z . 
Рисунок 12 иллюстрирует распределение доли твердой фазы в двухфазной области 
ядра Земли в соответствии с расчетными параметрами, приведенными в таблице 2 ( 0>zV  в 
регионах восходящей жидкости). Увеличение скорости жидкости zV  и концентрации 
примеси C  приводит к уменьшению протяженности области фазового перехода . 
На рисунке 13 развиваемая теория проиллюстрирована для кристаллизации железо-
никелевого расплава в условиях земной поверхности (расчетные параметры системы 
приведены в таблице 3). 
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Рисунок 13 - Доля твердой фазы в зависимости от пространственной координаты в 
двухфазной области при различных скоростях течения расплава 6100.5=zV  м с
1  
(сплошные линии) и 6100.1=zV  м с
1  (штриховые линии). Расчетные параметры расплава 
приведены в таблице 3, 100=sG  
0 K м 1 , 10=C  вес%  (1) и 20=C  вес%  (2). 
Вертикальная и горизонтальная линии показаны для 6100.5=zV  м с
1  и 20=C  вес% . 
 
Важной особенностью приближенной теории этого раздела является то 
обстоятельство, что в ней пренебрегалось влиянием давления в уравнении ликвидус, не 
учитывалась зависимость скорости течения жидкости в двухфазной зоне от ее пористости, 
плотности и давления, также не учитвалось то обстоятельство, что плотность в реальных 
условиях непостоянна, а двухфазная область содержит каналы восходящего расплава, где 
отсутствует рост твердой фазы. Однако, более простая теория этого раздела (без учета этих 
зависимостей) позволила развить ряд приближенных методов аналитического решения 
сложных нелинейных уравнений тепломассопереноса. Более общее и близкое к 
действительности теоретическое описание области фазового перехода ядра Земли с учетом 
действия всех этих факторов представлено ниже. 
Будем описывать эволюцию области фазового перехода ядра Земли конвективными 
уравнениями тепломассопереноса (53) и (54). Коэффициенты переноса, как и ранее, 
определяются формулами (3.55). Следуя работам [30, 52-55] течение расплава в двухфазной 
области будем описывать с помощью уравнения Дарси 
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( )
(1 ) = ( ) ,lV g p  (75) 
 
где )(  - проницаемость двухфазной зоны,  - коэффициент динамической вязкости,  - 
плотность в расплаве на границе с двухфазной областью, p  -давление. 
Для зависимости проницаемости от доли твердой фазы в области фазового перехода 
будем использовать простейшее соотношение 30 )(1=)(  [56-58]. Здесь 0  - 
коэффициент проницаемости двухфазной зоны. Эта зависимость, часто используемая в 
модельных рассчетах, является более простой версией соотношения Козени-Кармена 
23
0 /)(1=)(  [31, 59]. Отметим, что первая из этих формул не имеет сингулярности 
при 0 , в отличие от второй. 
Скорость течения жидкости в двухфазной зоне удовлетворяет уравнению 
неразрывности 
 
 (1 ) = 0.l V  (76) 
 
Для учета эффектов всплытия примеси необходимо записывать зависимость 
плотности расплава от основных характеристик процесса. В случае интенсивной конвекции 
жидкости около поверхности ядра, l  можно представить функцией только лишь 
концентрации примеси [11, 13]. Апроксимируя такую зависимость линейной функцией, 
имеем следующее соотношение по аналогии с работой [30]: 
 
 = 1 ( ) .l c mC C  (77) 
 
В уравнении (77) C  - концентрация примеси в расплаве на границе с двухфазной областью, 
а c  - обычно положительный коэффициент [30]. Для оценки параметра c  можно 
воспользоваться тем фактом, что плотность в пределах жидкого ядра Земли изменяется 
приблизительно на 20%  [17] (это можно сделать по аналогии с формулой (22)). 
Для квазиравновесной двухфазной зоны градиент температуры в ней выражается 
через градиенты концентрации примеси и давления как 
 
 = .m C m PT m C m p  (78) 
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На границе твердого ядра с двухфазной зоной выполняется условие баланса тепла 
вида 
 
 *= (1 ) ,s s m m s Vk G k n T u L  (79) 
 
где sG  - температурный градиент в твердом ядре. 
На границе двухфазная зона - расплав концентрация примеси, плотность и доля 
твердой фазы считаются известными 
 
 = , = , = 0.m lC C  (80) 
 
Твердое ядро Земли охлаждаясь затвердевает благодаря отводу тепла в сторону 
мантии. Механизм такого теплоотвода называется механизмом струйной конвекции [60]. 
Процесс затвердевания ядра приводит к частичному вытеснению легкой примеси, которая с 
помощью механизма конвекции (такая композиционная конвекция возникает вследствие 
разности концентраций примеси [61]) перераспределяется в жидком ядре. В свою очередь, 
возникающая композиционная и тепловая конвекции управляют механизмом геодинамо 
планеты. Более полный литературный обзор по этому вопросу и связь между задачами 
генерации магнитного поля Земли, затвердеванием и конвекцией ядра даны в статье [1]. 
Вообще говоря, течения расплава в земном ядре управляются силами Лоренца, 
Кориолиса и Архимеда, действие которых компенсирует возможную турбулентность [19]. 
Поэтому, по крайней мере в первом приближении, конвективные течения расплава в ядре 
можно рассматривать как нетурбулентные. Очень вероятно, что такие течения представляют 
собой узкие протоки горячего восходящего расплава (каналы в двухфазной зоне) и широкие 
области более холодного нисходящего из недр жидкого ядра (от границы с мантией) 
расплава [19, 62]. Подобные процессы кристаллизации, протекающие в условиях земной 
поверхности, демонстрируют именно такое устройство конвективной области фазового 
перехода: в двухфазной зоне возникают каналы, по которым более горячий расплав или 
раствор отводятся из зоны, а в пространстве между такими каналами жидкость течет по 
направлению к границе твердая - фаза - двухфазная область [28, 29, 63-67]. При построении 
дальнейшей теории будем использовать методы аналитического решения работы [68]. 
Зависимость концентрации примеси от доли твердой фазы задается уравнением (57). 
Подставляя производную температуры dzdTm/  из (78) в (53) в движущейся системе отсчета, 
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принимая во внимание выражения (75) и (77) и вводя обозначение dzd /=)( , получаем 
дифференциальное уравнение 
 
 1 2 3
2
( , ) ( , ) ( , )
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h h hd
d k m C k
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Далее интегрируя уравнение (76) можно определить вертикальную компоненту скорости в 
виде 
 
 0( ) = ,
(1 ) ( )
z
l
A
V  (82) 
 
где 0A  определяется через среднюю скорость течения жидкости U  следующим образом: 
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Доля твердой фазы *  на границе двухфазная область - твердая фаза находится через 
температурные градиенты в твердой sG  и жидкой lG  фазах на межфазной границе из 
пограничного условия (79) 
 
 
* = .
( )
s s l l V s
l s l V s
k G k G L u
G k k L u
 (83) 
 
Рисунок 14 - Протяженность двухфазной области  (м) в зависимости от средней скорости 
жидкости U  (м/с) при различных градиентах температуры и значениях * : 
4105.4=lG  
0 K м 1 , 0.043=*  (сплошные линии), 
4103.7=lG  
0 K м 1 , 0.432=*  (штриховые линии). 
Расчетные параметры приведены в таблице 3, 4101.1=Cm  
0 K, 12103.2=su  м с
1 , 1910=  
Па с (1), 1710=  Па с (2), 1510=  Па с (3), 1310=  Па с (4) и 1010=  Па с (5). 
Вертикальные линии показывают критические значения средней скорости жидкости cU . 
Здесь и далее при рассчетах c  оценен как ))(0.05/( * CC , 860=lc  Дж кг
1  0 K 1 , 10=0  
м 2 . 
 
Теперь для уравнения (81) можно сформулировать граничное условие, следующее из 
выражений (75) и (78) при *=  ( *  определяется формулой (83)) 
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Таким образом, выражения (81)-(84) представляют собой одноточечную задачу Коши, 
решение которой )(  легко находится. 
Найденная функция )(  позволяет определить протяженность двухфазной зоны  и 
распределение твердой фазы в двухфазной зоне в виде обратной функции 
 
 
0
0
*
= , ( ) = .
( ) ( )
d d
z  (85) 
 
Графики 14-16 изображают результаты аналитического решения задачи (57), (81)-(85) 
для различных значений физических параметров, допустимых для затвердевания земного 
ядра (параметры системы приведены в таблице 4 и подписях к рисункам). Хорошо известно, 
что динамическая вязкость  ядра Земли по разным оценкам имеет очень широкий диапазон 
возможных значений: от 1310  до 2110  Па с [69], 710:  Па с [70, 71], 210:  Па с [72, 73]. 
Проведенные расчеты показывают, что увеличение вязкости приводит к уменьшению 
протяженности двухфазной зоны. При этом, если принять очень низкие значения  (меньше 
или порядка, чем 1010  Па с), то толщина  области фазового перехода превысит 
протяженность жидкого ядра Земли. Отсюда следует нижняя оценка для коэффициента 
динамической вязкости расплава земного ядра 1110:  Па с. С другой стороны, если  станет 
больше, чем 1910  Па с двухфазная зона исчезает (  обращается в ноль). Это дает верхнюю 
оценку для вязкости 1810:  Па с. Поэтому, если двухфазная зона существует около твердого 
ядра Земли (а приведенный литературный обзор и теоретические результаты данной главы 
свидетельствуют об этом), допустимый интервал для значений динамической вязкости 
получается следующим: 1811 1010  Па с. 
Полученный интервал для вязкости уже значительно сузил неопределенность 
вышеприведенных оценок для . Однако, область возможных изменений вязкости можно 
еще сузить путем сужения интервала типичных скоростей расплава у твердого ядра Земли. 
Полагая 68 1010|| :U  м с 1  [36], 4103.7:lG  
0 K м 1  [35], 12106:su  м с
1  [32], получаем 
1614 1010:  Па с. Рисунки 14 и 15 показывают, что возможные небольшие вариации 
допустимых для земного ядра значений параметров lG  и su  могут расширить этот интервал 
до значений 1713 1010:  Па с. Отметим, что возможные изменения коэффициента 
проницаемости 0  двухфазной зоны обратно пропорциональны изменению динамической 
вязкости, согласно уравнению (75). 
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Рисунок 15 - Протяженность двухфазной области  (м) в зависимости от средней скорости 
жидкости U  (м/с) при различных допустимых значениях скорости роста ядра и различных 
значениях * : 
12103.2=su  м с
1 , 0.432=*  (сплошные линии), 
12106=su  м с
1 , 
0.664=*  (штриховые линии), 
11102=su  м с
1 , 0.889=*  (штрих-пунктирные линии). 
Расчетные параметры приведены в таблице 3, 4101.1=Cm  
0 K, 4103.7=lG  
0 K м 1 , 
1910=  Па с (1), 1710=  Па с (2), 1510=  Па с (3) и 1310=  Па с (4).  
 
Рисунок 16 - Доля твердой фазы в зависимости от пространственной координаты в 
двухфазной зоне при различных допустимых значениях динамической вязкости жидкого 
ядра: 1510=  Па с (сплошные линии) и 1410=  Па с (штриховые линии). Расчетные 
параметры приведены в таблице 3, 4101.1=Cm  
0 K, 4103.7=lG  
0 K м 1 , 610=U  м 
с 1 , 12103.2=su  м с
1  (1), 12106=su  м с
1  (2) и 11102=su  м с
1  (3). 
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Рисунки 14-16 демонстрируют, что протяженность двухфазной области увеличивается 
при увеличении доли твердой фазы * , скорости затвердевания su , а также температурного 
градиента lG  и уменьшении средней скорости жидкости ||U , направленной от расплава к 
твердому ядру. Это связано с тем, что возрастание модуля скорости жидкости сжимает 
область концентрационного переохлаждения. С другой стороны, достаточно малые значения 
скорости (когда ||<|| cUU , рисунок 14) не приводят к образованию двухфазной зоны 
благодаря недостаточному охлаждению, которое обеспечивается натекающим на твердое 
ядро расплавом. При увеличении ||U  скорость затвердевания su  и доля твердой фазы *  
возрастают при фиксированном значении  (рисунок 15). 
 
Рисунок 17 - Протяженность области фазового перехода в зависимости от средней скорости 
жидкости при различных значениях наклона ликвидуса 4101.1=Cm  
0 K (сплошные линии), 
210=Cm  
0 K (штриховые линии). Расчетные параметры приведены в таблице 3, 
4103.7=lG  
0 K м 1 , 11102=su  м с
1 , 1510=  Па с. 
 
Оценим теперь влияние коэффициента наклона линии ликвидус Cm  на протяженность 
двухфазной области. Этот параметр для ядра Земли также может изменяться в достаточно 
широких пределах от 210  до 4101.1  0 K [32, 35]. В работе [32] на основе 
термодинамических оценок сделан вывод, что двухфазная зона может простираться до 
центра жидкого ядра Земли, если || Cm  больше, чем 
3101.3  
0 K. С другой стороны, такие 
оценки приводят к значениям 5103:  м, если 210|| :Cm  
0 K [32]. Другие оценки этой работы, 
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основанные на теории коллапсирующей двухфазной зоны, приводят к значениям 51010:  
м (такой интервал значений возникает благодаря неопределенности в значении ). Рисунок 
17 показывает, что увеличение абсолютной величины этого коэффициента наклона 
ликвидуса приводит к возрастанию толщины зоны фазового перехода. При этом, меньшие 
значения ||U  дают увеличение разности значений  для двух кривых, изображенных на 
рисунке 17. 
Таким образом, учет концентрационного переохлаждения, конвекции расплава и его 
вязкости, а также пористости двухфазной области показывает, что реальные размеры 
области фазового перехода могут быть не сотни метров (как следует из приближенной 
теории, рисунки 11 и 12), а гораздо больше – достигать значений вплоть до 105 м, что также 
согласуется с оценками других авторов (см. приведенный обзор работ). 
  
4. Нахождение характерного междендритного расстояния матрицы твердой фазы 
жидкой части ядра Земли 
 
Одним из наиболее важных параметров двухфазной области является междендритное 
расстояние 1 . Это среднее расстояние между двумя вершинами соседних дендритов 
характеризует размер растущих кристаллов и влияет на гидродинамику двухфазной зоны. В 
случае квазистационарного затвердевания и осесимметричных дендритов междендритное 
расстояние записвается в виде [32] 
 
 
1
I
2
= ,
( / )
d
d CB
R
a d dz
 (86) 
 
где =)/( ICBdzd  определяется граничным условием (84), а параметр da  равен 1 и 0.86  
соответсвенно для кубической и гексагональной дендритной упаковок. 
Для определения соотношения между радиусом вершины дендрита dR  и скоростью 
роста su  воспользуемся развитыми ранее теориями устойчивого роста дендритов [74-80]. 
Основные выводы этих работ такие: 1) поверхность дендрита является параболической около 
его вершины, 2) произведение onstuR sd c=
2 , 3) onstuR sd c=
2  не зависит от поперечных к 
направлению дендритного роста компонент скорости расплава и линейно возрастает с 
изменением продольной компоненты скорости жидкости ||U  в виде [80] 
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для различных значений концентрации примеси порядка 210  , типичных для границы 
твердое ядро - область фазового перехода. Здесь 0d  - капиллярная константа, d  и d  
представляют собой константы, соответственно оцененные как 0.032 и 5300 [80]. 
 
Рисунок 18 - Междендритное расстояние в зависимости от средней скорости жидкости при 
различных скоростях затвердевания: 11102=su  м с
1  (сплошные линии) и 12103.2=su  м 
с 1  (штриховые линии). Расчетные параметры приведены в таблице 3, 4101.1=Cm  
0 K, 
4103.7=lG  
0 K м 1 , 0.86=a , 90 10=d  м, 
1510=  Па с (1) и 1410=  Па с (2). 
 
Исключая теперь из выражений (86) и (87) радиус вершины дендрита dR , находим 
междендритное расстояние 1 . Рисунок 18 показывает влияние изменения допустимых 
значений скорости жидкости и коэффициента динамической вязкости на междендритное 
расстояние в области фазового превращения. Отметим, что полученные результаты содержат 
ранее сделанные оценки для междендритного расстояния в двухфазной зоне ядра Земли: 
101 :  м [32] и 
2
1 10:  м [81]. Проведенные рассчеты демонстрируют, что 1  существенным 
образом зависит от условий затвердевания, реализуемых в двухфазной области земного ядра. 
Отметим, что радиус вершины дендрита лежит между двумя и шестью миллиметрами для 
всех кривых, изображенных на рисунке 18. Эти значения также согласуются с оценками 
работы [32], где dR  изменялся от одного миллиметра до одного сантиметра. 
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5. Изучение и анализ известных данных по междендритному расстоянию и 
протяженности двухфазной зоны в затвердевающем ядре Земли, существующих в 
мировой литературе 
 
В мировой литературе существуют различные оценки значений междендритного 
расстояния и протяженности двухфазной зоны ядра Земли. Известные авторам отчета работы 
были детально проанализированы и изложены в контексте оригинального 
исследовательского материала разделов 3 и 4. Важным обстоятельством является то, что 
рассмотренная авторская теория хорошо согласуется с данными теоретических работ других 
исследовательских коллективов и данными сейсмологической разведки. Отметим, что учет 
наличия области фазового перехода около ядра Земли ранее практически не производился в 
теоретических работах. 
 
6. Сравнение полученных зависимостей по дестабилизирующим факторам, размерам 
двухфазной области, ее коллапсу и междендритному расстоянию с известными 
данными, существующими в мировой литературе 
 
Лабораторные эксперименты по кристаллизации бинарных расплавов и растворов 
являются хорошим инструментом для изучения структуры двухфазной зоны. 
Экспериментальные данные работ [64-67, 69] демонстрируют образование узких каналов в 
области фазового перехода, по которым расплав отводится из двухфазной зоны. В остальных 
же местах зоны расплав притекает к области фазового перехода. Такие конвективные 
течения обеспечивают усиленный теплоотвод от растущей твердой фазы в жидкую фазу 
через область двухфазного состояния вещества. Вероятно, подобная картина характерна и 
для затвердевания ядра Земли [36]. 
Оценим характерные горизонтальные размеры (вдоль поверхности земного ядра) 
такой двухфазной зоны. Пусть cL  обозначает среднее расстояние между каналами в области 
фазового перехода. Проинтегрируем уравнение теплопроводности (53) в приповерхностных 
слоях земного ядра, где жидкость в основном течет в горизонтальном направлении x . 
Рассматривая малые изменения , получаем следующее выражение вблизи поверхности 
ядра 
 
 ( ) ( ) ( ) ,mm m x m m V x
dT
c V T k L V
dx
 (88) 
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  где xV  - x -компонента скорости жидкости. При получении (88) константа интегрирования 
выбиралась из условия 0/dxdTm , 0xV  при 0=x  (начало системы отсчета 0=x  принято в 
точке, равноудаленной от двух соседних каналов, рисунок 19). Полагая *  и onstVx c  в 
окрестности межфазной границы интегрируем уравнение (88). В результате, получаем 
 
Рисунок 19 - Схематическое изображение двухфазной области ядра Земли. Линии тока 
показаны сплошными линиями со стрелками. Растущие дендриты показаны штрих-
пунктирными линиями. Штриховые линии, соединяющие дендриты, демонстрируют 
протяженность области фазового перехода. 
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где 0= TTm  при 0=x . Подставляя теперь в (89) LTT =  при cLx = , находим характерный 
горизонтальный размер двухфазной зоны 
 
 *
* * 0
( )
ln .
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m L u
c
m m x u
k T T
L
c V T T
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Здесь LT  и 0T  можно оценить используя известные значения максимальной и минимальной 
температур ядра Земли, т.е. принять 6000LT  
0 K, а 50000T  
0 K [32]. Отметим, что 
среднее расстояние между двумя соседними каналами равно cL2 . 
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Характерный радиус ca  каналов в области фазового перехода можно оценить 
приравнивая потоки жидкости, идущие вверх и вниз, в виде 
 
 
| |
,
| |
c c
U
a L
u
 (91) 
 
где ||U  и ||u  обозначают средние скорости опускающейся и поднимающейся жидкости. 
 
Рисунок 20 - Зависимости характерного расстояния cL  между каналами двухфазной зоны 
(сплошные линии) и характерного радиуса ca  каналов (штриховые линии) от доли твердой 
фазы на границе твердая фаза - облать фазового перехода при различных значениях средней 
скорости жидкости: 6100.5=U  м с 1  (1), 710=U  м с 1  (2), 7100.5=U  м с 1  (3). 
Расчетные параметры приведены в таблице 3.3, 910=xV  м с
1 , 6000=LT  
0 K, 5000=LT  
0 K.  
 
Средний радиус каналов и среднее расстояние между ними показаны на рисунке 3.20. 
Легко заметить, что радиус ca  увеличивается с возрастанием средней скорости жидкости 
||U , направленной к твердому ядру. Заметим, что полученная в настоящей работе оценка 
для ca  (меньше или порядка cL
110 ) согласуется с численными рассчетами образования 
каналов в ячейках Хеле-Шоу, выполненных в статье [31]. 
Рисунок 19 иллюстрирует устройство области фазового перехода ядра Земли. 
Холодный расплав опускается от границы с мантией к твердому ядру в обширных регионах 
 63 
(с характерным размером cL2: ), а каналы более горячего восходящего расплава (свободные 
от дендритов области, где жидкость движется от твердого ядра к мантии) занимают 
сравнительно более узкие области (с характерным размером ca2: ). Реальная двухфазная 
область, состоящая из дендритных образований, размещается между соседними каналами. Ее 
протяженность возрастает от центральной части (где расплав опускается) по направлению к 
каналам. Это, по-видимому, обусловлено тем обстоятельством, что притекающий холодный 
расплав также увеличивает и концентрацию примеси у межфазной границы (около точки 
0=x  на рисунке 19), что, в свою очередь, замедляет процесс роста дендритов. По мере же 
удаления от центра (от точки 0=x ) концентрация примеси у границы 0=z  становится 
меньше, что способствует дендритному росту. При некотором критическом значении 
средней скорости || cU  натекающего на зону расплава, его температура возрастает и, в 
некоторой области (около каналов), становится настолько высокой, что там рост дендритов 
не наблюдается. Поэтому двухфазная зона (как таковая) существует лишь на некотором 
удалении от горячих каналов восходящего расплава, по которым осуществляется 
конвективное охлаждение ядра Земли. 
 
7. Разработка программы внедрения результатов НИР в образовательный процесс 
 
№ Внедренный курс Тип внедрения и тематика Место внедрения 
 1 2 3 
1.  
Тепломассоперенос 
Дополнение в уже существующий курс в виде 
новых лекций. 
Название лекций: 
 
«Математические модели затвердевания 
магматических расплавов» - 4 акад. часа. 
Рассматриваются математические модели 
кристаллизации магматического расплава с 
фронтом затвердевания и двухфазной зоной 
при учете конвекции и кинетики. Изучаются 
методы приближенного аналитического 
решения этих моделей. 
 
 «Математические модели затвердевания ядра 
Земли» - 4 акад. часа. 
Рассматриваются математические модели 
затвердевания ядра Земли во фронтальном 
режиме процесса и при наличии протяженной 
области фазового перехода. Анализируется 
морфологическая устойчивость межфазной 
границы и определяется критерий 
концентрационного переохлаждения. 
УрГУ, математико-
механический факультет, 
кафедра математической 
физики 
2.  
Аналитические 
методы механики 
Дополнение в уже существующий курс 
в виде новых лекций. 
УрГУ, математико-
механический 
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сплошных сред Название лекций: «Конвективные 
течения в двухфазной зоне ядра 
Земли» - 2 акад. часа. 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
3.  
Уравнения 
математической 
физики 
Дополнение в уже существующий курс в виде 
новых лекций. 
Название лекций:  
«Приближенные методы решения 
геофизических задач тепломассопереноса» - 4 
акад. часа. 
Изучаются математические модели 
кристаллизации магматического расплава в 
земных условиях и условиях затвердевания 
ядра Земли. Обсуждаются приближенные 
методы построения аналитических решений 
моделей. 
УрГУ, математико-
механический 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
4.  
Концепции 
современного 
естествознания 
Дополнение в уже существующий курс в виде 
новых лекций. 
Название лекций:  
«Строение ядра Земли» - 2 акад. часа. 
Рассматриваются различные модели и 
экспериментальные данные по строению 
земного ядра. Обсуждается приближенная 
фронтальная модель процесса. 
УрГУ, математико-
механический 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
5.  
Дополнительные 
главы механики 
сплошных сред 
Дополнение в уже существующий курс в виде 
новых лекций. 
Название лекций: 
«Уравнения переноса в геофизике» - 2 акад. 
часа. 
Изучаются механизмы конвективного 
тепломассопереноса в условиях затвердевания 
ядра Земли и в условиях замерзания 
океанических льдов. Обсуждаются нелинейные 
уравнения и граничные условия процесса при 
наличии фронта и области фазового перехода. 
УрГУ, математико-
механический 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
6.  
Физика 
Дополнение в уже существующий курс в виде 
новых лекций. 
Название лекций: 
«Внутреннее строение Земли» - 2 акад. часа. 
Рассматриваются особенности строения 
различных регионов Земли – твердое и жидкое 
ядро, мантия. Обсуждаются механизмы 
генерации магнитогидродинамического 
динамо. 
УрГУ, математико-
механический 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
7.  
Дифференциальные 
модели 
Дополнение в уже существующий курс в виде 
новых лекций. 
Название лекций:  
«Дифференциальные модели затвердевания» - 
2 акад. часа. 
Изучаются различные дифференциальные 
модели процессов затвердевания морского 
льда, лавы, жидкого ядра Земли, а также 
других подобных процессов. 
УрГУ, математико-
механический 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
8.  
Теория двухфазной 
зоны 
Новый курс в виде новых лекций. 
Название лекций:  
«Основные уравнения переноса тепла и массы» 
- 4 акад. часа. 
УрГУ, математико-
механический 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
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Рассматриваются классические уравнения 
тепломассопереноса в безконвективном и 
конвективном режимах. Обсуждаются 
различные типы постановки граничных 
условий к этим уравнениям. 
«Граничные и начальные условия в задачах с 
подвижными границами фазовых переходов» - 
4 акад. часа. 
Рассматриваются различные типы граничных и 
начальных условий, возникающих в задачах с 
движущимися границами фазовых переходов. 
Обсуждаются разные особенности указанных 
процессов, приводящие к изменению этих 
условий.  
«Методы решения уравнений двухфазной 
зоны» - 8 акад. часов. 
Рассматриваются приближенные методы 
нахождения аналитических решений 
нелинейных уравнений двухфазной зоны в 
квазистационарном, автомодельном и 
нестационарном режимах кристаллизации. 
9.  
Геофизические 
задачи с 
подвижными 
границами 
Новый курс в виде новых лекций. 
Название лекций:  
«Фронтальные модели затвердевания в 
геофизике» - 4 акад. часа. 
Рассматривается термодиффузионная модель 
Стефана для описания процессов замерзания 
морских льдов, затвердевания лавы и 
кристаллизации ядра Земли. Изучаются методы 
приближенного решения уравнений в условиях 
движущейся границы фазового превращения. 
«Геофизические модели затвердевания с 
протяженной областью фазового перехода» - 4 
акад. часа. 
Рассматривается термодиффузионная модель 
типа Стефана при наличии протяженной 
области фазового перехода для описания 
процессов замерзания морских льдов, 
затвердевания лавы и кристаллизации ядра 
Земли. Изучаются методы приближенного 
решения уравнений в условиях движущихся 
границ фазового превращения. 
«Аналитические и численные методы решения 
геофизических задач с подвижными 
границами» - 8 акад. часов. 
Изучаются различные методы аналитического 
и численного решения нелинейных уравнений 
тепломассопереноса при наличии одной или 
нескольких подвижных границ фазового 
перехода. Рассматриваются разные типы 
граничных условий процесса. 
УрГУ, математико-
механический 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
10.  
Нелинейная 
динамика в 
геофизике 
Новый курс в виде новых лекций. 
Название лекций:  
«Принципы нелинейной динамики в 
геофизике» - 4 акад. часа. 
Изучаются классические методы для описания 
нелинейных динамических явлений в 
геофизике. Рассматриваются различные 
УрГУ, математико-
механический 
факультет, кафедра 
математической 
физики 
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способы генерации стохастических шумов. 
 «Нелинейные модели процессов со 
случайными возмущениями» - 4 акад. часа. 
Производится модификация классических 
уравнений тепломассопереноса при наличии 
случайных возмущений, моделируемых 
генерацией стохастических флуктуаций. 
Изучаются методы решения динамических 
уравнений. 
«Методы теории устойчивости в геофизике» - 
8 акад. часов. 
Рассматриваются классические методы теории 
устойчивости тепломассообменных процессов. 
Изучается линейный анализ морфологической 
устойчивости ядра Земли при наличии 
конвективных течений расплава в его жидкой 
части.  
 
8. Обобщение результатов работы по всем этапам 
 
В рамках работы над проектом было достигнуто разрешение всех поставленных в 
проекте проблем - решение новых актуальных задач современной геофизики, развитие новых 
нелинейных математических моделей и разработка новых методов их решения, а также 
достижение программных индикаторов и показателей. Обобщением является то 
обстоятельство, что развитая в рамках настоящего проекта теория описывает различные 
геофизические процессы, протекающие при наличии протяженной области фазового 
превращения – замерзание морских льдов, затвердевание магматических расплавов в 
лавовых потоках и камерах, кристаллизация ядра Земли. Разработанные математические 
модели и методы их решения также имеют широкую область применения в различных 
областях прикладной физики, поскольку связаны с решением часто встречающихся в науке 
задач типа Стефана при наличии одной или нескольких движущихся границ фазовых 
переходов. Поэтому результаты проекта, кроме решения конкретных геофизических задач, 
также имеют обобщение и на более широкий класс задач прикладной физики. Приведем 
ниже конкретные результаты, полученные в рамках реализации проекта. 
1-й этап. 
Разработаны и развиты математические модели, описывающие процессы затвердевания 
магматического расплава на основе теорий тепломассопереноса, двухфазной зоны и 
экспериментальных данных. Аппроксимирован тепловой поток в двухфазной зоне с учетом 
конвективных течений магмы и структурно-фазовых превращений. Выполнено уточнение 
законов тепломассопереноса в области фазового перехода и определены адаптированные 
граничные условия на межфазных границах. Сделана оценка характерных времен процесса и 
разработаны методы решения нелинейной математической модели с движущимися 
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границами фазовых превращений. Определены распределения температуры,  концентрации 
примеси и доли твердой фазы, законы движения границ области фазового перехода и 
скорости процесса затвердевания. Разработана и решена математическая модель трехмерного 
роста дендритов в магматическом расплаве с конвекцией при учете турбулизации жидкости 
вблизи межфазных поверхностей. Изучены и проанализированы известные данные по 
динамике затвердевания магматического расплава, существующие в мировой литературе. 
Выполнен учет кинетики снятия переохлаждения в математической модели затвердевания 
магматического расплава. Сформулированы необходимые уравнения и граничные условия, 
учитывающие кинетические механизмы роста твердой фазы. Оценены характерные времена 
процесса и разработаны методы решения нелинейной математической модели с 
движущимися границами фазовых превращений при учете кинетики роста. Определены 
распределения температуры,  концентрации примеси и доли твердой фазы, законы движения 
границ области фазового перехода и скорости процесса затвердевания с учетом кинетики 
роста. Проведен анализ морфологической устойчивости трехмерного роста дендритов в 
магматическом расплаве с конвекцией. Изучены и проанализированы известные данные по 
динамике затвердевания магматического расплава с учетом кинетических механизмов роста, 
существующих в мировой литературе. Сделан анализ полученных распределений 
температуры,  концентрации примеси и доли твердой фазы, динамики законов движения 
межфазных границ и скорости затвердевания во фронтальном режиме кристаллизации и в 
режиме кристаллизации с равновесной областью фазового перехода. Выполнено сравнение 
полученных результатов с существующими исследованиями в мировой литературе, не 
учитывающими наличие протяженной области фазового перехода в процессе затвердевания 
магматического расплава. Проанализированы полученные распределения температуры,  
концентрации примеси и доли твердой фазы, динамика законов движения межфазных границ 
и скорости затвердевания с учетом кинетических механизмов роста твердой фазы. 
Выполнено сравнение полученных результатов с существующими исследованиями в 
мировой литературе. А именно, получены следующие конкретные результаты.  
Развита теория направленной кристаллизации во фронтальном режиме с учетом 
конвективного теплопереноса в расплаве при произвольных температурах охлаждающей 
границы, показателе интенсивности конвекции и температурно-зависимых коэфициентах 
кинематической вязкости и теплового расширения. Построены приближенные 
аналитические решения, соответствующие различным стадиям процесса кристаллизации с 
плоским фронтом. Сформулирована задача Коши для определения температуры расплава и 
координаты фронта затвердевания при постоянной температуре охлаждающей границы и 
произвольных значениях остальных параметров процесса.  
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Развита теория направленной кристаллизации с областью фазового перехода с учетом 
конвективного тепломассопереноса в расплаве при произвольных температурах 
охлаждающей границы, показателе интенсивности конвекции, нелинейном уравнении линии 
ликвидуса, температурно-зависимых коэфициентах кинематической вязкости и теплового 
расширения и произвольной зависимости коэффициента теплопроводности от доли твердой 
фазы. Определены значения доли твердой фазы в граничных точках двухфазной зоны и 
профиль ее распределения. Построены приближенные аналитические решения, 
соответствующие различным стадиям процесса кристаллизации с двухфазной зоной. 
Сформулирована задача Коши для определения температуры расплава и межфазной границы 
двухфазная область – жидкая фаза при постоянной температуре охлаждающей границы и 
произвольных значениях остальных параметров процесса.  
Развита теория направленной кристаллизации с областью фазового перехода с учетом 
конвективно-кинетического тепломассопереноса в расплаве при произвольных температурах 
охлаждающей границы, показателе интенсивности конвекции, нелинейном уравнении линии 
ликвидуса, температурно-зависимых коэфициентах кинематической вязкости и теплового 
расширения и произвольной зависимости коэффициента теплопроводности от доли твердой 
фазы. При постоянной температуре охлаждающей границы решение системы пяти 
нелинейных уравнений сведено к решению двух обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка. Получено аналитическое решение нелинейной задачи при 
установившемся переохлаждении. Показано, что в этом случае процессы кристаллизации 
сверху и снизу становятся независимыми друг от друга.  
Определено влияние показателя интенсивности конвекции, степени переохлаждения и 
кинетического коэффициента на динамику процесса кристаллизации с плоским фронтом и 
областью фазового перехода. 
Впервые выполнен слабонелинейный анализ на морфологическую устойчивость 
дендритного кристалла в произвольном режиме роста в третьем порядке теории возмущений 
в случае квадратичной зависимости локальной скорости роста от переохлаждения. 
Обнаружено уменьшение радиуса устойчивости кристалла при увеличении амплитуды для 
номеров возмущающих гармоник выше второй при любых условиях. Проведено сравнение 
данных результатов с полученными ранее для случая линейной зависимости скорости роста 
от переохлаждения.  
 Рассмотрен традиционный критерий для определения критического радиуса потери 
морфологической устойчивости. Показано, что при увеличении амплитуды возмущения 
формы роста круглого кристалла k -ой  гармоникой традиционный критерий, основанный на 
смене знака скорости роста амплитуды k –ой  гармоники возмущения, становится 
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ошибочным из-за роста вкладов кратных гармоник. Предложен новый критерий определения 
критического радиуса потери устойчивости, учитывающий вклады возникающих кратных 
гармоник возмущения в локальную скорость роста кристалла. Получено, что критические 
радиусы устойчивости уменьшаются по мере увеличения амплитуды возмущения формы  
для всех гармоник при произвольном режиме  роста. 
Рассмотрен рост свободного дендрита в набегающем потоке жидкой фазы. 
Термодиффузионная модель процесса основана на стефановском приближении фронтальной 
границы между растущим кристаллом и окружающей его жидкостью и гидродинамических 
уравнениях Осеена. Из условия микроскопической разрешимости на основе линейного 
анализа устойчивости получен критерий устойчивого роста двумерного параболического 
дендрита с учетом анизотропии поверхностного натяжения на межфазной границе кристалл-
расплав. Найденный критерий содержит ранее полученные критерии для роста 
изолированного дендрита в однокомпонентной среде с конвекцией жидкости и роста 
изолированного дендрита в неподвижной бинарной системе. Показано, что развиваемая 
теория справедлива при произвольных числах Рейнольдса и Пекле, определяемых скоростью 
набегающего на дендрит потока жидкости. Полученный критерий устойчивого роста 
дендрита в бинарной системе с конвекцией может быть протестирован в соответствии с 
результатами компьютерного моделирования. Это может, например, быть сделано 
аналогично моделированию методом фазового поля, ранее выполненном для свободного 
дендритного роста с конвекцией в однокомпонентной системе. Найденный критерий 
устойчивости может быть также протестирован экспериментально, как это сделано для 
дендритного роста с вынужденным течением прозрачной жидкости. Получение и анализ 
условия микроскопической разрешимости для высокоскоростного режима роста могут, 
например, быть сделаны аналогично анализу, выполненному в рамках гипотезы 
маргинальной устойчивости. 
2-й этап. 
Построена математическая модель, учитывающая влияние нелинейных факторов 
массопереноса: эффект Соре (термодиффузия) и температурная зависимость коэффициента 
диффузии в процессах массообмена, протекающих в жидкой части ядра. Описанная модель 
была решена численно в общем случае. Построено ее аналитическое решение для случая, 
когда время релаксации температурного поля много меньше, чем время релаксации 
концентрационного. Найденные решения позволили подтвердить некоторые особенности 
процесса, обнаруженные ранее для случая классического массопереноса. Например, была 
обоснована гипотеза о самоподобных (фрактальных) свойствах двухфазной зоны, 
подтверждено, что концентрация примеси в двухфазной зоне является функцией доли 
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твердой фазы и зависит от пространственной координаты как сложная функция. 
Аналитические решения проблемы позволили понять сложное влияние нелинейных 
эффектов массопереноса на процесс. Было выяснено, что рост коэффициента температурной 
зависимости диффузии может приводить как к увеличению протяженности зоны, так и к ее 
уменьшению, в зависимости от значений температурных градиентов в разных фазах. 
Действие же эффекта Соре зависит от знака коэффициента термодиффузии: в случае 
отрицательного значения этого коэффициента, термодиффузионный поток вещества 
направлен также, как и обычный диффузионный поток и усиливает его, в противном случае, 
потоки направлены в противоположные стороны и термодиффузия стремится погасить 
диффузионный перенос вещества. Кроме того, было показано, что рассматриваемые 
нелинейные эффекты способны изменять температурные и концентрационные профиля в 
системе, долю твердой фазы в двухфазной зоне, скорость затвердевания, протяженность 
переохлажденной области и другие характеристики процесса по сравнению с классическим 
случаем массообмена.  
Аналитически исследовано влияние слабой конвекции на кристаллизацию бинарного 
расплава. Выписана модель направленного затвердевания с одномерным потоком 
расплавленного вещества, натекающим на растущую твердую фазу. Получено ее точное 
решение и найдены выражения для всех параметров, описывающих процесс: распределение 
температуры и концентрации примеси по различным фазам, доля твердой фазы в двухфазной 
зоне, протяженности зоны и скорости движения ее границ. С помощью полученных 
аналитических решений было исследовано влияние конвекции на эволюцию процесса. 
Показано, что при увеличении скорости потока расплава скорость затвердевания также 
возрастает. Определены рамки применимости рассматриваемой одномерной конвективной 
модели - низкие скорости движения расплава (что вполне согласуется с физическими 
представлениями о процессе в условиях затвердевания железо-никелевого ядра) и выведены 
условия, при которых построенные аналитические решения разрушаются. Кроме того, был 
сделан вывод о том, что решения, полученные ранее для случая неподвижной жидкой фазы, 
неустойчивы по отношению к малым скоростям течения расплава. 
Показано, что термоконцентрационная конвекция в расплаве является наиболее 
существенным и значимым физическим процессом, который необходимо учитывать в 
условиях затвердевания ядра Земли. В соответствии с эти выводом далее в работе развиты 
две модели затвердевания земного ядра с квазиравновесной и слабонеравновесной областями 
фазовых переходов. 
Впервые проведено полное исследование процесса направленного затвердевания с 
неравновесной двухфазной зоной для ядра Земли, в которой переохлаждение существенно и 
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не считается близким к нулю. Построена слабонеравновесная модель процесса 
кристаллизации, которая включает в себя кинетические механизмы, отвечающие за 
появление и рост кристаллов в области концентрационного переохлаждения. Для описания 
этих механизмов использовалась теория объемной кристаллизации, в которой удалось 
вывести общие формулы, ранее найденные лишь для асимптотических режимов. Выписаны 
выражения для функций, задающих плотность распределения кристаллов по размерам и их 
объемной доли в двухфазном слое, вычислены радиусы частиц в зоне и определено общее 
число кристаллов в системе. Найденные аналитические решения позволили описать 
макроскопическое строение двухфазной зоны: удалось выделить три региона с 
принципиально разным поведением концентрационного переохлаждения. В слое, 
прилегающем к расплаву ядра, рост твердых кристаллов практически не происходит, их 
объемная доля близка к нулю и они слабо влияют на процесс. Поэтому в этом регионе 
переохлаждение растет пчти по линейному закону. При достижении максимума 
концентрационного переохлаждения элементы твердой фазы начинают интенсивно расти и 
выделяемая ими скрытая теплота кристаллизации постепенно снимает переохлаждение (в 
этой области переохлаждение убывает), в результате чего, в прилегающем к твердому ядру 
регионе двухфазной зоны концентрационное переохлаждение падает. Исследованы рамки 
применимости рассматриваемой модели. Указано на невозможность применения 
используемой кинетической теории роста частиц для описания всей двухфазной зоны 
(теория не работает при больших значениях объемной доли твердой фазы), а также даны 
некоторые рекомендации, позволяющие адаптировать рассматриваемую модель для 
описания всей зоны. Определена протяженность двухфазной области, ее температура, 
концентрация и доля твердой фазы для физических параметров, характерных для 
расплавленной части ядра Земли (их значения брались в соответствии с известными 
литературными источниками).  
Впервые разработана модель квазиравновесной области фазового перехода в условиях 
конвекции для описания кристаллизации ядра Земли. С помощью введения новой 
независимой переменной – доли твердой фазы в двухфазной зоне, удалось определить все е 
характеристики. Были определены температурное и концентрационное поля в зависимсоти 
от доли твердой фазы, а также найдена зависимость пространственной координаты от доли 
твердого вещества. Таким образом, задача в квазиравновесном приближении точно решена в 
параметрическом виде. Важным обстоятельством является не только определение всех 
неизвестных зависимостей процесса, но и разработка самого метода решения задачи. 
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Модели слабонеравновесной и квазиравновесной областей фазового перехода дают 
значение протяженности области фазового перехода ядра Земли порядка нескольких сотен 
метров, что согласуется с существующими оценками. 
3-й этап. 
Для теоретического определения распределения доли твердой фазы в двухфазной зоне 
затвердевающего жидкого ядра Земли было аналитически исследовано влияние слабой 
конвекции на кристаллизацию магматического расплава. Модель процесса основана на 
конвективных уравнениях тепломассопереноса, осложненных наличием концентрационного 
переохлаждения. Аналитическое решение указанной модели получено как для 
квазиравновесных условий кристаллизации (когда концентрационное переохлаждение 
полностью компенсируется за счет выделения скрытой теплоты затвердевания), так и для 
неравновесных условий, когда в переохлажденной области фазового перехода происходит 
нуклеация и рост элементов твердой фазы. Это решение состоит в найденных зависимостях 
для распределений температуры и концентрации примеси по различным фазам, для доли 
твердой фазы в двухфазной зоне. Определенные профили позволили вычислить 
протяженность зоны фазового перехода в квазиравновесном и слабонеравновесном случаях. 
С помощью найденных аналитических решений было исследовано влияние конвекции на 
эволюцию процесса. Построенная теорияпозволила выполнить анализ влияния моделей 
квазиравновесной и неравновесной двухфазных зон, а также интенсивности конвективных 
течений расплава на долю твердой фазы в области фазового перехода. Так, например, в 
случае квазиравновесной двухфазной области доля твердой фазы больше, чем в случае слабо 
неравновесной области (или фронтальной постановки задачи). Поскольку в мировой 
литературе описываются два сценария кристаллизации ядра Земли – с дендритоподобной 
областью фазового перехода (рассмотренная здесь квазиравновесная теория) и с практически 
ровной межфазной границей (слабонеравновесная теория) можно заключить, что 
проведенные исследования актуальны и описывают экспериментально наблюдаемые 
физические условия.  
Поскольку результаты этого этапа тесно связаны с результатами предыдущего, также 
необходимо подвести их совместный итог по развитым теориям квазиравновесной и 
неравновесной двухфазных зон. Общим выводом является, что термоконцентрационная 
конвекция в расплаве является наиболее существенным и значимым физическим процессом, 
который необходимо учитывать в условиях затвердевания ядра Земли. Проведено полное 
исследование процесса направленного затвердевания с неравновесной двухфазной зоной для 
ядра Земли, в которой переохлаждение существенно и не считается близким к нулю. 
Построена слабонеравновесная модель процесса кристаллизации, которая включает в себя 
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кинетические механизмы, отвечающие за появление и рост кристаллов в области 
концентрационного переохлаждения. Для описания этих механизмов использовалась теория 
объемной кристаллизации, в которой удалось вывести общие формулы, ранее найденные 
лишь для асимптотических режимов. Выписаны выражения для функций, задающих 
плотность распределения кристаллов по размерам и их объемной доли в двухфазном слое, 
вычислены радиусы частиц в зоне и определено общее число кристаллов в системе. 
Найденные аналитические решения позволили описать макроскопическое строение 
двухфазной зоны: удалось выделить три региона с принципиально разным поведением 
концентрационного переохлаждения. В слое, прилегающем к расплаву ядра, рост твердых 
кристаллов практически не происходит, их объемная доля близка к нулю и они слабо влияют 
на процесс. Поэтому в этом регионе переохлаждение растет пчти по линейному закону. При 
достижении максимума концентрационного переохлаждения элементы твердой фазы 
начинают интенсивно расти и выделяемая ими скрытая теплота кристаллизации постепенно 
снимает переохлаждение (в этой области переохлаждение убывает), в результате чего, в 
прилегающем к твердому ядру регионе двухфазной зоны концентрационное переохлаждение 
падает. Исследованы рамки применимости рассматриваемой модели. Указано на 
невозможность применения используемой кинетической теории роста частиц для описания 
всей двухфазной зоны (теория не работает при больших значениях объемной доли твердой 
фазы), а также даны некоторые рекомендации, позволяющие адаптировать рассматриваемую 
модель для описания всей зоны. Определена протяженность двухфазной области, ее 
температура, концентрация и доля твердой фазы для физических параметров, характерных 
для расплавленной части ядра Земли (их значения брались в соответствии с известными 
литературными источниками). Впервые разработана модель квазиравновесной области 
фазового перехода в условиях конвекции для описания кристаллизации ядра Земли. С 
помощью введения новой независимой переменной – доли твердой фазы в двухфазной зоне, 
удалось определить все е характеристики. Были определены температурное и 
концентрационное поля в зависимсоти от доли твердой фазы, а также найдена зависимость 
пространственной координаты от доли твердого вещества. Таким образом, задача в 
квазиравновесном приближении точно решена в параметрическом виде. Важным 
обстоятельством является не только определение всех неизвестных зависимостей процесса, 
но и разработка самого метода решения задачи. Модели слабонеравновесной и 
квазиравновесной областей фазового перехода дают значение протяженности области 
фазового перехода ядра Земли порядка нескольких сотен метров, что согласуется с 
существующими оценками. 
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Для определения условий возникновения магнитогидродинамического динамо на 
основе развитой обобщенной математической модели процесса тепломассопереноса была 
развита теория конвективной кристаллизации (в приближении малой объемной доли твердой 
фазы). Другими словами, описана конвекция, управляющая композиционно-тепловыми 
эффектами при почти твердотельном вращении сферического слоя в неупругом 
приближении, хорошо описывающим жидкие ядра планет земного типа. Определено точное 
аналитическое сферически-симметричное решение конвективных уравнений 
тепломассопереноса, которое позволяет произвести линеаризацию общих (не сферически-
симметричных) уравнений. Определено влияние интенсивности и направления 
конвективных течений расплава на энтропию и концентрацию примести. Выполнен анализ 
динамики роста ядра Земли в зависимости от значений теплового потока на границе с 
внешней мантией (когда его значение превосходит адиабатический поток и когда оно 
меньше этого потока). 
Выполнена большая работа по анализу известных данных о динамике затвердевания с 
двухфазной зоной и ее влиянию на магнитогидродинамическое динамо, которые существуют 
в мировой литературе. Здесь необходимо отметить тесную связанность предыдущего и 
настоящего этапов исследований. Поэтому этот анализ не ограничивается лишь списком 
цитируемой литературы в настоящем отчете. Он, безусловно, дополняется литературными 
ссылками по второму этапу. 
Для анализа полученного распределения и влияния двухфазной зоны на 
магнитогидродинамическое динамо, а также их сравнения с существующими аналогами, не 
учитывающими наличие протяженной области фазового перехода в жидкой части ядра 
Земли была развита теория магнитогидродинамической конвекции в жидком ядре Земли на 
основе тепломассообменной теории второго раздела. Выполнено масштабирование 
(обезразмеривание) гидродинамический и тепломассообменных уравнений с помощью 
введения безразмерных комплексов – чисел Россби и Экмана. Основной порядок в 
асимптотических разложениях найденных уравнений по этим малым комплексам приводит к 
конвективному решению, которое определяет течение, поддерживаемое дифференциальным 
вращением твердых границ сферического слоя. Аналитически показано, что за счет роста 
внутреннего твердого ядра происходит перераспределение углового момента в жидкой части 
ядра, что обеспечивает более быстрое вращение внутренней сферы относительно внешней 
мантии. 
4-й этап. 
Хорошо известно, что температура фазового перехода зависит не только от 
концентрации растворенных в расплаве примесей, но также и от давления системы. Как 
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показывает сделанный в отчете литературный обзор, такая зависимость от давления ранее не 
учитывалась при анализе морфологической устойчивости границы фазового перехода для 
значений параметров системы, соответствующих кристаллизации ядра Земли. Кроме этого, 
при анализе устойчивости ранее не учитывалось размывание примеси благодаря конвекции 
расплава, также усиливающей отвод тепла и массы от определенных участков поверхности 
ядра. Поскольку физической причиной появления и развития неустойчивости ядра является 
концентрационное переохлаждение, сначала в отчете проаналирован критерий 
возникновения концентрационного переохлаждения при наличии градиента давления. Этот 
критерий отличается от традиционного критерия и имеет к нему предельный переход при 
стремлении давления системы к постоянной величине. Главное отличие от традиционного 
критерия концентрационного переохлаждения состоит в том, что для ядра Земли появляется 
новый стабилизирующий процесс фактор – градиент давления (температурный и 
концентрационный градиенты представляют собой дестабилизирующие морфологию ядра 
факторы). 
Поскольку для ядра Земли существует физический механизм нарушения локально 
плоской морфологии межфазной границы, то при определенных значениях параметров 
системы будет наступать нарушение устойчивого процесса затвердевания. Для определения 
условий нарушения морфологической устойчивости в работе был проведен линейный анализ 
устойчивости с учетом зависимости фазовой диаграммы системы от концентрации примеси 
и давления, а также с учетом конвекции расплава. Все теоретические зависимости, 
определенные в ходе этого анализа имеют предельные переходы к ранее развитым теориям 
(когда не учитывался градиент давления и конвекция расплава). 
В соответствии с процедурой исследования морфологической устойчивости в работе 
были определены квазистационарные решения, описывающие затвердевание ядра Земли с 
учетом зависимсоти температуры фазового перехода от давления. С учетом этих 
аналитических решений были выведены управляющие уравнения для возмущений 
температурного и концентрационного полей, а также возмущенные пограничных условий на 
границе фазового перехода. При этом, в соответствии с линейным анализом, граничные 
условия раскладывались в ряды вблизи квазистационарного решения вплоть до линейных 
слагаемых по возмущениям. 
В соответствии с линейной теорией гидродинамической устойчивости были записаны 
экспоненциальные зависимости амплитуд возмущений от пространственных волновых чисел 
и частоты возмущений. Подстановка этих зависимостей в возмущенные уравнения 
конвективного тепло- и массопереноса, а также в возмущенные граничные условия 
позволила определить четыре линейных уравнения, связывающие амплитуды возмущений 
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температуры в твердой и жидкой фазах, амплитуды возмущений концентрации примеси и 
координаты межфазной границы ядра Земли с приведенным волновым числом и частотой 
возмущений. Исключение амплитуд возмущений из полученной системы уравнений 
позволило определить дисперсионное соотношение – зависимость между частотой и 
приведенным волновым числом. Приравниванием частоты (или декремента) возмущений к 
нулю в дисперсионном соотношении было выведено уравнение кривой нейтральной 
устойчивости процесса. Это уравнение определяет линию в плоскости любых параметров 
системы, при переходе через которую устойчивый режим роста ядра сменяется 
неустойчивым. 
В работе были проанализированы кривые нейтральной устойчивости процесса в 
плоскостях изменения основных параметров системы – скорости растяжения, поверхностной 
концентрации примеси и скорости роста ядра Земли. Проведенный анализ позволил 
определить длины волн возмущений, соответствующие максимальным значениям частот. 
При этом максимальная частота имеет тенденцию к увеличению при уменьшении скорости 
растяжения. В целом, увеличение скорости растяжения приводит процесс в устойчивую зону 
для всех значений длин волн возмущений. Уменьшение же этого параметра (от 
положительных значений через ноль в отрицательную область) переводит процесс 
кристаллизации земного ядра в морфологически неустойчивую область. 
В работе показано, что для значений параметров земного ядра критерий 
концентрационного переохлаждения выполняется всегда. При этом существует две 
принципиально разные области – регион устойчивого роста ядра и регион неустойчивого 
роста ядра. В работе дана физическая интерпретация этих результатов. Один из возможных 
сценариев затвердевания ядра «концентрационное переохлаждение и морфологическая 
неустойчивость» описывает развитие дендритных структур перед локально плоской 
границей ядра Земли и, таким образом, приводит к образованию протяженной двухфазной 
зоны, заполненной дендритами. Другой сценарий процесса «концентрационное 
переохлаждение и морфологическая устойчивость» формально означает, что перед 
остающейся локально плоской межфазной границей в переохлажденной зоне будет 
происходить гетерогенная нуклеация элементов твердой фазы на растворенных в расплаве 
примесях. В работе были определены параметры системы, соответствующие обоим из этих 
двух сценариев затвердевания. Отметим, что второй из них кажется менее вероятным, 
поскольку требует слишком больших переохлаждений и, возможно, соответствует просто 
фронтальному процессу затвердевания. Исследование этого вопроса составит предмет 
дальнейших исследований. 
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В работе проведен подробный анализ известных данных по морфологической 
устойчивости затвердевания ядра Земли с двухфазной зоной, существующих в мировой 
литературе. На основании такого анализа получены все теоретические результаты проекта. 
В работе выполнено сравнение различных критериев морфологической и 
динамической устойчивости и критерия концентрационного переохлаждения. Сравнение 
проведено между вновь полученными критериями и ранее существующими в мировой 
литературе. 
Поскольку результаты этого этапа тесно связаны с результатами предыдущего, также 
необходимо подвести их совместный итог. В обнаруженных на настоящем этапе областях 
морфологической неустойчивости локально плоской границы фазового перехода ядра Земли 
будет происходить развитие дендритоподобных структур, образующих протяженную 
область фазового перехода – двухфазную зону. Ее эволюция будет происходить частично в 
рамках теории квазиравновесной двухфазной зоны ядра Земли, развитой на предыдущем 
этапе. 
5-й этап. 
Результаты работы по пятому этапу приведены ниже в разделе «Заключение». 
Таким образом, полученные результаты показывают, что поставленные в проекте 
задачи решены полностью. Уровень полученных результатов соответствует мировому 
уровню, о чем свидетельствуют публикации коллектива авторов в престижных 
реферируемых изданиях. Использование полученных результатов будет осуществляться в 
дальнейшей научной работе коллектива авторов, а также в учебном процессе в Уральском 
федеральном университете. 
По результатам проделанной работы было опубликовано 18 статей в российских и 14 
статей в зарубежных изданиях. Среди тематических журналов, где представлены результаты 
исследований, имеются такие престижные издания, как «Physics of the Earth and Planetary 
Interiors» (импакт-фактор: 2.319), «International Journal of Heat and Mass Transfer» (импакт-
фактор: 2.407), «Europhysics Letters (EPL)» (импакт-фактор: 2.171), «Physical Review E» 
(импакт-фактор: 2.255) и «ЖЭТФ» (импакт-фактор: 1.028). По результатам проделанной 
работы было зарегестрировано 2 программы для ЭВМ. В Приложениях 1-5 представлены 
различные подтверждающие документы по проделанной работе. 
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Заключение 
 
По проделанной работе на пятом этапе можно сформулировать следующие 
результаты (согласно Техническому заданию и Календарному плану). 
В результате тщательного теоретического анализа был получен ряд новых интересных 
результатов по поставленным в проекте задачам: 1. Определение основных параметров 
системы, дестабилизирующих процесс затвердевания и выявление роли этих параметров на 
ширину областей неустойчивости; 2. Нахождение критерия динамической неустойчивости 
затвердевания ядра Земли для самых опасных (быстрорастущих) возмущений, 
соответствующих нулевому волновому числу; 3. Определение условий коллапса двухфазной 
зоны и ее реальных размеров на основе развитой теории; 4. Нахождение характерного 
междендритного расстояния матрицы твердой фазы жидкой части ядра Земли; 5. Изучение и 
анализ известных данных по междендритному расстоянию и протяженности двухфазной 
зоны в затвердевающем ядре Земли, существующих в мировой литературе; 6. Сравнение 
полученных зависимостей по дестабилизирующим факторам, размерам двухфазной области, 
ее коллапсу и междендритному расстоянию с известными данными, существующими в 
мировой литературе; 7. Разработка программы внедрения результатов НИР в 
образовательный процесс. 
По анализу этих задач можно сформулировать следующие конкретные научные 
выводы, связанные с результатами работ по всему проекту и представляющие собой единую 
теорию затвердевания земного ядра с двухфазной зоной: 
1. Откорректированы аналитические решения уравнений тепломассопереноса в 
жидком ядре Земли для безконвективного фронтального процесса затвердевания. 
Определены сферически-симметричные распределения концентрации примеси и энтропии в 
расплаве ядра, а также зависимость скорости его роста от теплофизических параметров 
системы. Показано, что скорость затвердевания ядра Земли является возрастающей 
функцией удельного неадиабатического теплового потока. 
2. Получены аналитические решения уравнений тепломассопереноса в жидком ядре 
Земли во фронтальном режиме кристаллизации с конвекцией. Определены соответствующие 
сферически-симметричные распределения концентрации примеси и энтропии. На основе 
найденных решений фронтальной модели показано, что скорость роста ядра больше в тех 
регионах, где более холодный расплав опускается к ядру и меньше в регионах, где 
поднимается более горячий расплав. Эта разница температур и скоростей является причиной 
морфологической неустойчивости межфазной границы. 
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3. На основе найденных фронтальных решений уравнений тепломассопереноса в 
жидком ядре показано, что около границы с твердым ядром всегда появляется 
концентрационное переохлаждение, также являющееся причиной морфологической 
неустойчивости локально-плоской границы фазового перехода. 
4. Проведен линейный анализ морфологической неустойчивости локально-плоской 
межфазной границы ядра Земли при наличии конвективных течений расплава. Получен 
новый критерий морфологической неустойчивости и определена кривая нейтральной 
устойчивости процесса. Показано, что при различных скоростях течения расплава возможна 
реализация морфологически устойчивой и неустойчивой кристаллизации, существующей 
одновременно с концентрационным переохлаждением, что приводит к двум сценариям 
затвердевания: "концентрационное переохлаждение и морфологическая устойчивость" и 
"концентрационное переохлаждение и морфологическая неустойчивость". 
5. Развиты математические модели двухфазной области, соответствующие найденным 
сценариям затвердевания ядра Земли. Получены приближенные аналитические решения этих 
моделей без учета зависимости параметров процесса от изменения давления и плотности. 
6. Развита более полная модель процесса затвердевания земного ядра с областью 
фазового перехода, учитывающая течения расплава, зависимость фазовой диаграммы от 
концентрации примеси и давления, зависимость скорости течения жидкости от давления и 
проницаемости двухфазной зоны. Найдены приближенные аналитические решения этой 
нелинейной модели. Определены распределения температуры и концентрации примеси в 
области фазового перехода, доля твердой фазы, скорость затвердевания ядра Земли, 
протяженность двухфазной зоны. 
7. Определены допустимые интервалы изменений динамической вязкости и наклона 
линии ликвидус, соответствующие формированию области фазового перехода у твердого 
ядра Земли. Найдено междендритное расстояние и средний радиус вершины растущих в 
области фазового перехода дендритов. Показано, что в двухфазной зоне существуют узкие 
протоки восходящего (горячего) расплава, а в остальной области более холодный расплав 
опускается к ядру. Определены характерные расстояния между такими каналами и их 
средний радиус. Детализировано устройство области фазового перехода ядра Земли. 
Поскольку результаты этого этапа тесно связаны с результатами предыдущих этапов, 
также необходимо подвести их основной совместный итог – в рамках проекта построена 
единая теория затвердевания ядра Земли с протяженной областью фазового перехода, 
определяющая условия возникновения магнитогидродинамического динамо планеты.  
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1. Иванов А.А., Малыгин А.П. Нелинейные эффекты при направленной кристаллизации 
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2. Александров Д.В., Малыгин А.П. Линейный анализ устойчивости затвердевания с 
областью фазового перехода // Расплавы, 2013, N 1. 
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1. Малыгин А.П. Сферически-симметричные решения уравнений тепломассопереноса ядра 
Земли в неэластичном приближении. Морфологическая устойчивость процесса // 
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На пятом этапе выполнения работы в 2012 г. в диссертационный совет Д 212.285.02 по 
защите диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук, на соискание ученой 
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степени доктора наук на базе ФГАОУ ВПО «Уральский федеральный университет имени 
первого Президента России Б.Н.Ельцина» представлена диссертация Малыгина А.П. на тему 
«Нелинейный тепломассоперенос в процессах затвердевания и испарения с двухфазной 
зоной» (научный консультант: Александров Д.В.) на соискание ученой степени доктора 
физико-математических наук по специальности 01.04.14 – Теплофизика и теоретическая 
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На пятом этапе выполнения работы в 2012 г. в диссертационный совет Д 212.285.13 по 
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первого Президента России Б.Н.Ельцина» представлена диссертация Зверева В.С. на тему 
«Математическое моделирование поверхностной диффузии с фронтальной химической 
реакцией» (научный руководитель: Иванов А.О.) на соискание ученой степени кандидата 
физико-математических наук по специальности 05.13.18 – Математическое моделирование, 
численные методы и комплексы программ. 
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